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1. Introduccion

La dindmica es el estudio de los sistemas que evolucionan en el tiempo.
El tiempo puede ser discreto o continuo, pasado o futuro. Para su estudio
matematico, los sistemas dindmicos se suelen dividir en dos grandes clases:
discretos 'y continuos.

Cuando hablamos de un sistema dindmico discreto, nos referimos a una accién
del grupo Z o del semigrupo N en un espacio X. Actuar con 1 da una funcién
T:X — X,y el estudio de la dindmica es el estudio de los iterados de T', o las
composiciones de T' consigo misma. Asi, si x € X y n es un nimero natural o
entero,

n-x=T"(x)

donde T° = idx, T" =To---0oTsin>0y Tt =T"1o---0oT tsin<0.
Un sistema dindmico continuo es una acciéon de R en X, es decir, un flujo.
Los flujos surgen naturalmente, por ejemplo, como soluciones a ecuaciones
diferenciales ordinarias auténomas @ = F(x).
Mas modernamene, y por extensiéon de estos ejemplos, suele llamarse sistema
dindmico a cualquier accién de un grupo, semigrupo o pseudogrupo.

En este curso consideraremos un sistema dindmico discreto dado por una
transformacién T : X — X. Puede provenir del estudio de un sistema fisico cuyo
espacio de estados es X. Si en el instante inicial el sistema se encuentra en el
estado x, un instante después se hallard en el estado T'(x), luego en T?(z), y asf
sucesivamente. Para entender la evolucion del sistema, estudiamos las drbitas de
T. Si z € X, la orbita futura de = es

or(x) ={T"(z): n>0}.

Cuando T es invertible, se puede definir andlogamente la érbita pasada o_(z), y
la 6rbita o(x) que es unién de ambas. Un punto es fijo si es el dnico elemento de
su Orbita, y periddico si su érbita es finita.

En el estudio de la dindmica importan las propiedades asintdticas de las
orbitas de la accion, o sea, las propiedades “que se observan a tiempos largos”.
Por ejemplo, si X es un espacio topoldgico, podemos preguntarnos dénde acumula
o(z). Un punto es recurrente si su 6rbita pasa infinitas veces arbitrariamente
cerca de él. Si X es métrico podemos decir que = es estable si las 6rbitas de



puntos cercanos a x se mantienen uniformemente cerca de los iterados de x. Son
todas estas propiedades dinamicas interesantes.

La teoria ergddica es el estudio de los sistemas dindmicos desde la perspectiva
de la teoria de la probabilidad. El sistema dado por T : X — X es determi-
nista, pero hay factores como la falta de informacién, la incapacidad de hacer
mediciones precisas o la complejidad del sistema que hacen que sea 1til estudiarlo
probabilisticamente.

Este enfoque nacié en la segunda mitad del siglo XIX, con la mecanica
estadistica. Hasta ese momento, la teoria cinética de los gases intentaba describir
la termodindmica en términos de la mecanica. A partir de ella, Ludwig Boltzmann
desarrollé la mecanica estadistica, que usa la probabilidad para estudiar sistemas
mecdanicos cuyo estado exacto es incierto. La famosa hipdteis de Botzmann,
formulada en 1868, se refiere a un sistema conservativo con una cantidad enorme
de particulas, tal como un gas, y describe la distribuciéon de los momentos de
estas particulas. Asi, en estos sistemas extremadamente complejos, se renuncia a
la pretension de entender el comportamiento de cada particula individualmente,
y se apunta a entender propiedades globales del sistema expresadas en el lenguaje
de las probabilidades.

La teorfa ergédica propiamente dicha nacié en 1890, cuando Henri Ponicaré
probd, estudiando la mecdanica celeste, el primer y mas basico resultado de
la misma: el Teorema de Recurrencia de Poincaré. No fue sino hasta 50 anos
después que George D. Birkhoff y John von Neumann establecieron los teoremas
ergddicos que llevan sus nombres. En 1940, Claude E. Shannon escribié un
articulo intitulado A mathematical theory of communication, trabajo fundacional
de la teoria de la informacién. Basado en las ideas de Shannon, en 1959, Andréi
Kolmogérov definié el concepto matemaético de entropia, que es una cantidad
que mide la complejidad de un sistema. El estudio del mismo fue profundizado
en los anos subsiguientes por el mismo Kolmogdrov y su alumno Yékov Sinai. En
esa época, la década de los 1960s, hizo eclosién la moderna teoria de los sistemas
dindmicos, con su énfasis en el estudio de la dindmica cadtica. En estos sistemas,
donde el comportamiento de las 6rbitas individuales es altamente impredecible, la
teoria ergddica encontrd su objeto de estudio natural. Se desarrolld intensamente,
por ejemplo en el estudio de los billares a partir de los anos 1980s.

Actualmente, la teoria ergédica es un activo campo de estudio que interactia
con otras areas de la matematica de formas a veces sorprendentes. Para ejemplificar
esto, citaremos dos teoremas de enunciado elemental cuyas demostraciones son
“ergddicas”:

Teorema (Green y Tao, 2004). Hay progresiones aritméticas arbitrariamente
largas de niumeros primos.

Teorema (Conjeturado por Oppenheim en 1929, demostrado por Margulis
en 1987). Sea Q una forma cuadrdtica irracional indefinida en R® (como por
ejemplo Q(n1,m2,n3) = n} +n3 —/2n3). Entonces

{Q(n17n27n3) I np,N2,ng € N}

es denso en R.



2. Introduccion a la dinamica medible

2.1. Dinamica de los automorfismos de medida

Consideremos un conjunto X y una o-algebra A de subconjuntos de X. En
el espacio medible (X, .A), tomemos una transformacién medible T : X — X.

Recordemos que una medida de probabilidad en (X,.A) es una funcién
w: A—[0,1] que cumple las dos propiedades siguientes:

o u(X)=1.

e Si {A,} es una sucesién de conjuntos dos a dos disjuntos, pu(Up,4,) =

Cuando hablemos de una medida, siempre nos estaremos refiriendo a una medida
de probabilidad.

Definicién 1. Si p es una medida de probabilidad en (X,.A), decimos que “u
es invariante por 77, que “T preserva a p”, que “p es T-invariante” o que “T" es
un automorfismo de (X, A4, u)” si para todo conjunto medible A

(T~ (A)) = p(A).

Observemos que si T es invertible, lo anterior implica que VA € A, u(T(A)) =
1(A).
Ejemplo 1. Tomemos T : [0,1] — [0, 1] dada por

T(x)_{ /2 si x40

1 si x=0.

Esta transformacién es medible con respecto a la g-dlgebra de Borel de [0, 1],
y no tiene medidas invariantes. Para verlo, escribamos al intervalo [0, 1] como la
unién disjunta [0, 1] = {0} U (Up>04,), donde A,, = (3357, 5=) para n > 0. Como
para cada n se tiene que T~ 1(A,, 1) = A,, si una medida de probabilidad y es
invariante por T' debe cumplirse que u(A,) = 0 ¥n > 0. Por lo tanto, u({0}) = 1.
Pero si la medida es invariante, 1 = u({0}) = u(T~1({0})) = (@) = 0, lo cual

es absurdo.

Sin embargo, para una amplia clase de transformaciones medibles hay medidas
invariantes. Concretamente:

Teorema. Sean X wun espacio métrico compacto y T : X — X continua.
Entonces ezisten medidas de probabilidad T-invariantes en la o-dlgebra de Borel
de X.

Ejemplo 2. En la circunferencia S' = R/Z consideremos la transformacién dada
por T(x) = z + a, donde a es un ndmero fijo. Si pensamos en la circunferencia
como S' = {z € C: |z] = 1}, T es la rotacién de dngulo 2wa dada por
T(e?™®) = ¢2™(*+a) La medida de Lebesgue en la circunferencia es T-invariante.
Cuando a es irracional, se puede ver que es la tUnica medida invariante. Sin
embargo, cuando a = p/q es racional, todas las érbitas de T son finitas, de
exactamente ¢ elementos si la fraccién p/q es irreducible. Cada érbita soporta
una medida invariante, que da masa 1/¢ a cada uno de sus puntos.

Para esta transformacién como para cualquier otra, una combinacion lineal
convexa, finita o infinita, de medidas invariantes da una nueva medida invariante.



Definicién 2. Sean (X, A) un espacio medible, T': X — X una transformacién
medible y p una medida de probabilidad T-invariante. Decimos que A € A es
invariante si 77!(A) = A a menos de un conjunto de medida cero; es decir, si la
diferencia simétrica entre A y T~1(A) tiene medida yu igual a cero. Decimos que
1 es ergédica si todo conjunto medible A que es T-invariante tiene medida 0 o 1.

Un conjunto T-invariante es un conjunto saturado por érbitas. Lo que la
definicién de ergodicidad nos dice es que X no puede descomponerse como la
unién de dos conjuntos disjuntos de medida positiva donde T pueda estudiarse
por separado. Es una condicién sobre la medida pues distintas medidas “ven”
distintos conjuntos del espacio. Las medidas ergddicas son suficientes para
entender la dindmica desde el punto de vista medible, pues se puede probar que
cualquier medida invariante es combinacién lineal convexa (posiblemente infinita,
dada por una integral) de medidas ergddicas. La afirmacién precisa es que las
medidas invariantes forman un conjunto convexo, del cual las ergddicas son los
puntos extremales.

Cuando estudiamos la dindmica de T habiendo fijado una medida ergédica p,
se puede estimar la probabilidad ©(A) de un evento A observando la frecuencia
con la que ocurre a lo largo de la 6rbita de un punto. Esta afirmacién suele
resumirse diciendo que, para una medida ergddica, los promedios espaciales son
iguales a los promedios temporales. Este es el contenido de distintos teoremas
ergddicos, que por el momento englobaremos en el siguiente enunciado informal:

Teorema (Teorema ergédico). Sean (X, A) un espacio medible, T : X — X una
transformacion medible y p una medida de probabilidad T-invariante y ergddica.
Sea f: X — R una funcion. Entonces, para casi todo x con respecto de i,

n—1
im — k = .
Jim 3 A7) [ s

Aqui no estamos explicando qué tipo de funciéon f se considera, ni a qué
nocién de convergencia se refiere el limite. Distintas maneras posibles de hacer
preciso este enunciado dan lugar a distintos teoremas, que son importantes en
distintos contextos y que se demuestran con técnicas muy distintas. Volveremos
a ellos més adelante.

3. El shift en el espacio de simbolos

Sea A un conjunto finito que llamaremos alfabeto. Por simplicidad, a menos
que se explicite lo contrario trabajaremos con A = {0,1}. Dotamos a A de la
topologia discreta. El espacio de simbolos es el conjunto

Z:ANz{m:(xi)ieN: VZENJ%EA}

de las sucesiones de ceros y unos, con la topologia producto. Es compacto,
perfecto y totalmente disconexo; es decir, es un conjunto de Cantor.

Usaremos los nombres x,y, z... para los puntos de X, y éstos se referiran a
las suceisiones de término general x;, y;, z;... Usualmente escribiremos a = como

x = (xg, 21, T2,...)



Dados N € Ny (ag,as,...,ay) € AN definimos el cilindro Clag, a1, .. ., an]
como
Clag,a1,...,any]={z€X: x;=0a;Vi=0,...,N}.
Los cilindros forman una base de la topologia. La topologia es metrizable, y una
métrica que la induce estd dada por

_J O siz=y
d($7y>_{21k_ siz#yyk=min{j: z; #y,}

Cuando zp # yo, d(z,y) = 1 es méxima. Con esta distancia, el cilindro
Clag,a1,...,ay] es la bola de radio 1/2V*+! centrada en cualquiera de sus
puntos.

Definicién 3. El shift es la funcién o : ¥ — ¥, dada por
olz)=y<=Vie Ny, =x;41.
Esto es, 0'(560,1‘1,1?2, T3, .. ) = (xl,CCQ,Ig, .. )

Claramente, es una transformacion continua en ¥ que no es inyectiva pero si
sobreyectiva.

Observacién 1. Si pensamos en z € {0,1}" como siendo el nimero z =
0, 212925 ... € [0, 1] escrito en base 2, el shift estd dado por o(z) = 2z(mod1).

Al estudiar la dindmica de o observamos que se cumplen las propiedades
siguientes:

1. Los puntos periddicos son densos.

x € ¥ es un punto periédico si ¢™(x) = x para algin n € Z. Para ver que
los puntos periédicos son densos, alcanza con ver que cualquier cilindro
continene un punto periédico. Y, efectivamente, el cilindro Clag, a1, . . ., ay]
contiene al punto periédico

(ao,a1...,aN,ao,al...,aN,...)

2. Hay puntos de orbita densa.

Para ver esto, enumeremos de alguna forma las sucesiones finitas de ceros
y unos:

1
00
01
10
11
000
001
011

Cualquier sucesién xz € Y en la que aparezcan todas ellas tendra érbita
densa bajo la accién de o. Un ejemplo es la sucesion

(0,1,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,1,...)



3. Hay sensibilidad respecto de las condiciones iniciales.

Esta es la propiedad béasica de lo que se considera una dindmica cadtica, y
es una condicién que aparece en todas las definiciones topolégicas del caos.
Significa que cada punto de z € ¥ es aproximado, tanto como se desee,
por puntos que tienen una trayectoria “muy distinta” a la de z. Estando
en un espacio métrico, pensaremos que dos puntos son “muy distintos” si
estan a una distancia grande. Podemos decir que hay sensibilidad respecto
de las condiciones iniciales si

>0 / Vel ¥6>0 JyeX IneN /d(z,y) <y d(o™(z),oc™(y)) <e.

En realidad el shift cumple algo mucho mas fuerte:
Ve,ye ¥ (x #y = IneN / d(o"(x),0"(y)) = 1).
En efecto, alcanza con tomar n de modo que x, # yy,.

Observacién 2. Lo que hemos definido se conoce como shift unilateral. Es
posible tomar ¥ = A%, y definir del mismo modo a ¢, como el corrimiento “hacia
la izquierda”. Es decir,

olx)=y<=Vi€Zy, =xi1.

Esta funcién se conoce como shift bilateral o full shift. En este caso o es invertible,
y es posible estudiar sus iterados positivos y negativos. Todo lo que haremos
a continuacién serd presentado para el shift unilateral por comodidad, pero en
realidad también vale para el shift bilateral.

3.1. El shift de Bernoulli

Procederemos ahora a definir distintas medidas invariantes y ergédicas para el
shift o : 3 — 3. Serdn medidas en la o-dlgebra de Borel del espacio de simbolos.
Bastara con definirlas apropiadamente en los cilindros, y tendrdn una extension
unica a todos los borelianos en virtud del teorema de extensién de medidas de
Carathéodory.

Consideremos el experimento de arrojar repetidamente una moneda. Si sale
cara anotamos un 0 y si sale cruz un 1. Las sucesivas tiradas determinan una
sucesion de ceros y unos donde las distintas coordenadas son independientes.
Si la probabilidad de que salga cara es p y la probabilidad de cruz es 1 — p, la
probabilidad de que la sucesiéon comience con

0,0,1,1,1,1,0

seré p®(1—p)*. Es natural entonces definir la medida de un cilindro Clag, ay, . . . , ax]
€omo

N N
p(Clao, an, .. an]) = pNVH-Eioei(1 - p)Tioas,

La medida que esto define en los borelianos de ¥, que llamaremos i, se
llama medida de Bernoulli.

Proposicién 1. Para p € (0,1) la medida p,, es ergddica.



Esta proposicién admite una demostracién elemental, que no haremos por
falta de tiempo.

Observacion 3. Al ser positiva en los cilindros, esta medida es positiva en
abiertos y por lo tanto su soporte es todo X. Sin embargo, para distintos valores de
p las medidas p1,, son mutuamente singulares. Esto quiere decir que si p, p’ € (0, 1),
p # p', hay conjuntos medibles disjuntos A, B C X tales que p,(A) = pp(B) = 1.

Para ver esto, consideremos la sucesién { X };>¢ de variables aleatorias que nos
dicen si en la tirada ¢ obtuvimos cara o cruz. Son independientes, idénticamente
distribuidas, toman el valor 0 con probabilidad p y el valor 1 con probabilidad
1 — p. La ley fuerte de los grandes niimeros nos dice que con probabilidad 1

n—1
1
lim ~ > X;=1-p.
=0

n—oo N, 4

Observemos que lim,,_, % Z?;Ol X; es la proporcién de veces que X; = 1 para
i=0,...,n— 1. Por lo tanto, lo que estd diciendo la ley de los grandes ntimeros
es que para casi toda sucesién x € X respecto de la medida p,, la proporcién de
unos en (Zg,...,Ty—1) tiende a 1 — p.

Sip#p, A={zeX: %Z?:_leiﬁl—p}yB:{xEE: %Z?:_lei%
1—p'}, entonces A y B son dos conjuntos medibles disjuntos tales que p,(A) =1
y hp(B) = 1.

Otra manera de contar la proporciéon de unos que tiene una sucesién es mirar
la proporcién de tiempo que su dérbita pasa en el cilindro C[1]. Es decir, la

cantidad _
t{i € {0,1,...n—1}: o'(z) € C[1]}

7

n
que convergerd a 1 —p para casi todo x respecto de la medida j,,. Vemos aqui una
instancia en que se verifica el teorema ergdédico: si f es la funcién caracteristica
de C[1], lo que estamos diciendo es que

1 n—1

P>t @) =1-p= [ rau,

i=0
para fi,-casi todo x € 3.

Ejemplo 3. Consideremos T : [0,1] — [0,1] dada por T'(z) = 2x(modl).
Expresando a = € [0,1] como su desarrollo en base 2 x = 0,z9z122..., T
coincide con el shift en todos los puntos cuyo desarrollo en base 2 es tunico.
Estamos exceptuando sélo una cantidad numerable de puntos. Por lo tanto,
desde el punto de vista de la teoria de la medida, podemos decir que estas
dos transformaciones “son la misma” siempre que trabajemos con medidas
que asignen medida cero a los puntos. Es el caso de todas las medidas p, con
p € (0,1).

Por lo tanto, la transformacion 7" admite una familia infinita a un pardmetro
real de medidas invariantes mutuamente singulares. La medida de Lebesgue es
la que corresponde a p = 1/2.

Ejemplo 4 (Numeros normales.). Tomemos p = 1/2, y pensemos nuevamente
en una sucesién de ceros y unos como en un punto z € [0, 1] escrito en base 2.



Con esta interpretacion, p 168 la medida de Lebesgue en [0, 1]. Decimos que x es
normal en base 2 si la proporcion de ceros en su desarrollo decimal es igual a la
de unos, es decir, ambas son iguales a 1/2. De la discusién anterior sabemos que

casi todo punto de [0,1] con respecto a la
medida de Lebesque es normal en base 2.

Llamemos Ny al conjunto de los niimeros normales en base 2.

De forma andloga, decimos que x € [0, 1] es normal en base k (k > 2) si todos
los digitos 0,1, ...,k — 1 aparecen en igual proporcién en su desarrollo decimal,
es decir, con proporcién 1/k. Partiendo del alfabeto A = {0, 1, ...k —1} podemos
definir en forma analoga una medida de Bernoulli en el espacio de simbolos
donde cada coordenada de z € ¥ toma cualquier valor de A con probabilidad
1/k. En el intervalo [0, 1], identificado con ¥ a través del desarrollo decimal en
base k, esto da la medida de Lebesgue. Por lo tanto tendremos que

casi todo punto de [0,1] con respecto a la
medida de Lebesgue es normal en base k.

Llamemos Ny al conjunto de los niimeros normales en base k.
Decimos que z € [0,1] es normal si es normal en base k para todo k > 2.
Esto es, si pertenece al conjunto

N = mzo:QNk.

N tiene medida de Lebesgue total por ser interseccién numerable de conjuntos
de medida de Lebesgue total. O sea, casi todos los nimeros son normales. jSin
embargo, no se conoce ningin nimero normal!

3.2. Subshifts de tipo finito y medidas de Markov

A continuacion definiremos otra familia de medidas, con propiedades distintas
a las de las medidas de Bernoulli. Para estas medidas, las coordenadas de un
elemento del espacio de simbolos no seran independientes, sino que tendran una
dependencia markoviana.

Consideremos un grafo orientado G cuyos vértices sean los elementos de A.
Para fijar ideas, trabajaremos con A = {0,1} y con el grafo

Miraremos caminatas al azar en este grafo, que comienzan en cualquiera de
sus vértices y respetan las aristas. Una tal caminata es una sucesién de ceros y
unos, que podria por ejemplo empezar asi:

(1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1...)

Como no hay un lazo en el vértice 0, no puede haber en esta sucesiéon dos ceros
seguidos. Las posibles caminatas en G son los elementos del conjunto

ZG:{.TEEZ VZGN($120:>$Z+17AO)}



La matriz de adyacencia del grafo G es

0 1
deae- (01,

Observacion 4. Trabajando con cualquier alfabeto finito A, en el que se fija un
orden, y cualquier grafo orientado G cuyo conjunto de vértices es A, es posible
definir la matriz de adyacencia. Es una matriz de ceros y unos cuya entrada
17 es 1 si hay una arista del i-ésimo vértice al j-ésimo vértice y es 0 en caso
contrario. Tiene la misma informacién que el grafo G, y por lo tanto determina
el conjunto X de sucesiones x € ¥ que pueden aparecer como caminatas en
el grafo. X es un cerrado invariante bajo el shift, cuyos elementos se llaman
sucesiones admisibles.

Definicién 4. og es la restricciéon de o al conjunto . Cuando Xg # X,
decimos que o¢ : X — X es un subshift de tipo finito.

El tnico caso en que Y = X es aquel en que G es un grafo orientado
completo.

Las propiedades dindmicas de o dependen, por supuesto, del grafo G. Un
ejemplo de esto es la siguiente proposicion:

Proposicién 2. og tiene una orbita densa <= G es fuertemente conezo, es
decir, si dados dos vértices v y w de G hay un camino en G que va de v a w.

Las medidas de Bernoulli no “ven” los subshifts de tipo finito, es decir,
Proposicién 3. Siu es una medida de Bernoulli y Yo # X, entonces u(Xg) = 0.
Para probar esto, recordemos el clasico Lema de Borel-Cantelli. Dice que:

Lema (Borel-Cantelli). En un espacio de probabilidad (X, u), sea {An}n>0 una
sucesion de eventos independientes. Si Y~ u(A,) = oo, entonces

1 (NeZo Ukzn Ag) = 1.

Demostracién de la Proposicion. Demostremos la proposicién para el grafo
G de nuestro ejemplo. Digamos que p es la medida de Bernoulli y,. Tomemos,
en el espacio de probabilidad (X, i), los conjuntos A,, = 02, (C[0,0]) para n > 0.
Es decir, A, es el conjunto de sucesiones que tienen ceros en los lugares 2n y
2n + 1, por lo que los elementos de A,, no son sucesiones admisibles. Para todo
n, w(A,) = p?, por lo que claramente Y > u(A,) = oco.

T € NSy Ug>n Ai si y sélo si para todo n existe un k > n tal que x € Ay.
En particular,  no es una sucesién admisible. Por el lema de Borel-Cantelli, hay
un conjunto de medida total de sucesiones no admisibles, por lo que el conjunto
de sucesiones admisibles tiene medida cero.

Por lo tanto, para estudiar los subshifts de tipo finito desde el punto de vista
ergodico, serd necesario considerar otras medidas invariantes.

Agregaremos pesos positivios a las aristas del grafo G de modo que, para
cualquier vértice v, la suma de los pesos de las aristas que salen de v sea 1.



DPo1
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Como hay una tunica arista que sale del vértice 0, necesariamente pp; = 1. La
otra condicién es que pig + p11 = 1.

Fijemos my € (0,1), que interpretaremos como la probabilidad de que un
camino en G comience en el vértice 0, y sea m; = 1 — my. Interpretaremos py.,
como la probabilidad de, estando el el vértice v, ir al vértice w en el siguiente
paso. No depende de cdmo llegamos a v. (La caminata al azar en G es una cadena
de Markov homogénea). Si no hay una arista de v a w, escribiremos p,,, = 0. En
nuestro caso, pog = 0.

La probabilidad de que una caminata al azar en G comience con

0,1,1,0,1,0,1,1

serd o - Po1 - P11 - P10 - Po1 * P1o - Po1 - P11- Bs natural entonces definir la medida
de un cilindro Clag, a1, ...,an—1] como

/’LP(C[GOa A1y e vy aN]) = TagPagai -+ -Pany_1an-
La medida que esto define en los borelianos de ¥ depende del vector m =

(mo,m1) y de la matriz P = Poo Po1
Pio P11

que 7 es estacionario si TP = m. Observemos que la matriz P es una matriz
estocdstica, es decir, sus entradas son no negativas y sus filas suman 1. Por lo
tanto tiene valor propio 1, lo cual garantiza que hay vectores estacionarios no
triviales.

Cuando G es fuertemente conexo la matriz P es irreducible, y el teorema de
Perron-Frobenius garantiza la existencia de un vector estacionario 7 de entradas
estrictamente positivas, 1inico a menos de multiplicacién por un escalar positivo.
Puede normalizarse para que sus entradas sumen 1. Con esta eleccién de , la
medida i en ¥ depende tnicamente de la matriz de transicién P. Esta medida
se llama medida de Markov.

>7 llamada matriz de transicion. Diremos

Observacién 5. Para la medida de Markov u, u(X¢g) = 1. Por lo tanto, podemos
pensar que es una medida en Yg.

Proposicion 4. Sean G un grafo fuertemente conexo cuyo conjunto de vértices
es el alfabeto finito A, y A = (ai;) su matriz de adyacencia. Sean P = (p;;) una
matriz estocdstica tal que p;; = 0 < a;; = 0 y w el vector estacionario de P
cuyas entradas suman 1. Entonces la medida de Markov i en ¥ determinada
por P y 7w es shift-invariante y ergddica.

Es posible definir muchas otras medidas shift-invariantes y ergédicas.

El shift es un sistema dindmico interesante en si mismo, pero se usa también
como modelo combinatorio de muchos sistemas dindmicos de origen geométrico.
Qué medidas son relevantes, o significativas, depende de la dindmica que se
quiera estudiar.
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4. Entropia métrica: una medida del caos

El término entropia viene de la fisica, mas concretamente de la termodinamica.
Fue introducido por Rudolf Clausius a mediados del siglo XIX, y a grandes
razgos se refiere a la energia que no es capaz de producir trabajo. Es central en
la segunda ley de la termodinamica.

A mediados del siglo XX, el concepto de entropia fue retomado y resignificado
en el campo de la ingenieria eléctica por Claude Shannon, que fue un pionero de
la teoria de la informacién. En la entropia de Shannon se inspiré Kolmogoérov
para definir la entropia métrica de una transformacién, que es la nocién que se
presenta aqui. La entropia pretende ser, desde sus origenes en la termodindmica,
una medida del desorden de un sistema.

4.1. Cantidad de informacién

Hay varias definiciones posibles de sistema dindmico cadtico, pero en un
espacio métrico siempre es una propiedad central la sensibilidad respecto de las
condiciones iniciales. Esta nos dice que es muy dificil predecir la evolucién del
sistema a partir de informacién parcial sobre su estado actual (por ejemplo, a
partir de una medicién inexacta del mismo).

Desde el punto de vista de la teorfa ergddica, quisiéramos dar una medida del
caos de un sistema en términos probabilisticos. Para esto, seguiremos estudiando
el shift en el espacio de simbolos, pero sélo para simplificar la presentacion.

Pensaremos en = € 3 como en un mensaje, que esta siendo transmitido a
través de algin canal de comunicacién. Inicialmente hemos leido la letra zg, y a
medida que pasa el tiempo nos van llegando las siguientes letras, y en tiempo
n hemos recibido el mensaje xgx1 ... x,. ;Qué informacién hemos recibido? La
idea de Shannon es que no todos los mensajes tienen la misma informacion, y
que la cantidad de informacién de un mensaje es suceptible de ser cuantificada.

Pongamos un ejemplo: pensemos en un mensaje que comienza por

La mayoria de los encuestados opina que la obra cumbre de la literatura en
lengua castellana es

(Cuanta informacién nos aportarén las siguientes dos palabras? Si las siguientes
dos palabras son

El Quijote,

la verdad es que no mucha. No nos habremos enterado de casi nada. Cualquier
otra respuesta nos sorprenderia, seria una noticia, por lo que aportaria mucha mas
informacién. La informacion es mayor cuanto més improbable sea el contenido
del mensaje.

Shannon pensé que la cantidad de informacién de un evento E es en un espacio
de probabilidad (X, B, ), o equivalentemente la cantidad de informacién de la
afirmacion “x € E”, debe definirse por medio de una funcién I : B — [0, +00)
que cumpla las siguientes propiedades:

1. I(E) es una funcién decreciente de u(E) que vale 0 cuando p(E) = 1.
2. Si Ay B son eventos independientes, [(AN B) = I(A) + I(B).
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A partir de esto es sencillo ver que I(F) = —klog(u(E)). En teorfa ergddica se
suele tomar k = 1, y en teorfa de la informacién k& = 1/log 2, lo que corresponde
a tomar el logaritmo en base 2.

Definicién 5. En un espacio de probabilidad (X, B, i) se define la cantidad de
informacién como I : B — [0, +00) dada por

I(E) = —log(u(E)).

Ejemplo 5. Si ¥ = {0, 1} con su o-dlgebra de Borel B y p es la medida de
Bernoulli pt = 11 /2, la cantidad de informacién de un cilindro A = Clzo, ..., znN]
es I(A) = —log(1/2N) = (N + 1)log2. (I(E)/log?2 se mide en bits, por lo que
la cantidad de informacién de A es N + 1 bits).

4.2. Entropia del shift

En esta seccién (X, B) serd el espacio de simbolos con su o-dlgebra de
Borel, y 0 : ¥ — X serd el shift. Daremos el concepto de entropia métrica de
una transformacién en este caso, pero unicamente con el fin de simplificar la
presentacién. Este concepto fue definido por Kolmogoérov con toda generalidad
de modo similar.

Definicién 6. Una particién (finita) P de ¥ es una familia finita de conjuntos
medibles disjuntos cuya unién es 3.

1. Si P y Q son particiones, definimos su producto como la particién PV Q
cuyos elementos son los conjuntos de la forma AN B, con A€ Py B € Q.

2. 07 1P es la particién cuyos elementos son los conjuntos de la forma o~1(A)
con A € P.

Fijemos una medida de probabilidad p en . Ahora que hemos definido
la cantidad de informacién de un conjunto, podemos preguntarnos, dada una
particién P, qué cantidad de informacién esperamos tener al enterarnos de a qué
elemento de P pertenece x € X. Esto es la entropia de P.

Definicién 7. La entropia de una particién P = {Ay,..., A} es el promedio
ponderado de la cantidad de informacién de los elementos de P dado porEI

k
H(P,p) == p(Ai)log(u(4;)).

i=1
Es lo mismo que el valor esperado de la variable aleatoria

X o= R
x = I(A;)

si A, es el elemento de P que contiene a x.
Esta definicién cumple las propiedades siguientes:

Proposicion 5. 1. H(P,u) <0, y la igualdad se da si y sdlo si hay un dnico
A; con medida positiva, y en ese caso p(A;) = 1.

L Adoptamos la convencién de que 0 - log(0) = 0.
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2. HP,pu) <logk, y la igualdad se da si y sélo si p(A;) = 1/k para todo i.
3. H(P,p) < H(PV Q,pu) < H(P,p) + H(Q, ).

4. Si p es una medida shift-invariante, H(P,pu) = H(o~"P,un) para todo
n > 0.

El cuarto inciso es inmediato a partir de la definicién de H. Los otros tres
se prueban a partir de la desigualdad de Jensen aplicada a la funcién céncava
¢(x) = —xlog(x).

Observemos que el tercer inciso tiene la consecuencia siguiente, que es bastante
intuitiva: la cantidad de informacién esperada que proporciona PV Q es mayor
que la que proporciona P.

Consideremos en el espacio de simbolos la particién P = {C[0], C[1]} de .
x € C[i] nos dice que x¢ = i. Para n > 0, definimos

Po=PVo 'PV...vo ""Up,

Los elementos de P,, son los cilindros de largo n.
La sucesion
H(Pp, 1)

crece con n. Ademés, de la Proposicién [5] se desprende queremos
H(Pp,p) < nH(P,p).

En particular H(P,,, 1)/n estd acotada por H(P, u).
También a partir de la Proposicién [§] es sencillo probar que la sucesién
H(P,, 1) es subaditiva, es decir,que

H(Pn+mv,L") < H(anﬂ) + H(Pm7U) Yn,m > 1.

Una sucesién subaditiva {a,} cumple siempre que

, Qn, , r On
3 lim — = inf —.
n—oo M n>1n

Por lo tanto tiene sentido la siguiente definicién:

Definicién 8. La entropia del shift respecto a la particién P y la medida u es

h(o,P,pu) = lim M
n—oo n

Ejemplo 6. Calculemos la entropia del shift para P = {C[0], C[1]} como arriba
y para la medida de Bernoulli u = p 1. La medida de un elemento de P,, es 1/2",
y su cantidad de informacién es nlog 2. Como la particién P,, tiene 2" elementos,
H(Pp,p) =nlog2y h(o, P, u) = log 2.

De entre todas las medidas de Bernoulli iy, fi1es la que maximiza la entropia
de la particién P, y por lo tanto la que maximiza h(o, P, ).

. Qué quiere decir que h(o, P, u) > 0?

Volvamos a la interpretacién segin la cual x € ¥ es un mensaje, que se
esta transmitiendo a través de un canal. En el instante n nos llega z,,_1, es
decir, en el instante n sabemos a qué elemento de P pertenece o 1(z). Si
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h(o,P,u) > 0, esto dice que la cantidad esperada de informacién del mensaje
crece linealmente con el tiempo. Es decir, no podemos predecir el contenido
del mensaje a partir de una porcion finita del mismo. Mas aun, la cantidad
de informacién que nos proporciona el mensaje nos sigue llegando a un ritmo
aproximadamente constante.

Consideremos otra interpretaciéon: pensemos en un sistema que tiene dos
estados posibles que son 0 y 1. En tiempo n el sistema estd en estado 7 si
o™~ 1(x) € C[i]. Si h(o, P, i) > 0, esto dice que no podemos predecir un estado
futuro del sistema a partir de lo que hemos observado hasta el momento. Es
decir, no es posible predecir x4, a partir de xg,x1,...,Z,. Ademds, haber
observado el sistema hasta tiempo n, aunque n sea grande, no nos pone en
mejores condiciones para predecir su estado en tiempo n + m, pues la velocidad
a la que aumenta la informacion es positiva. Es en este sentido que la entropia
es una medida del caos.

Por supuesto que podriamos haber definido h(o,P,u) a partir de otra
particién P. Fijada una medida u, la entropia métrica de o con respecto a
u se define de la siguiente manera:

Definicién 9. La entropia métrica de o con respecto a u es

h(Ua /j/) = SU’pPh(Ua P7 /’[/)a

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas de ¥ por conjuntos
medibles.

Es interesante senalar que todas las medidas que hemos introducido en el
espacio de simbolos (las medidas de Bernoulli y las medidas de Markov) tienen
entropia positiva.

Un comentario final: hay también una nocién topoldgica de entropia de una
transformacién continua en un espacio métrico compacto, que da una medida del
caos de un sistema cuando se lo estudia desde el punto de vista de la dinamica
topolégica. No la damos aqui porque es un poco engorrosa. Sin embargo, la
entropia topoldgica y la entropia métrica estdn relacionadas mediante el siguiente
principio variacional de la entropia:

htop(a) = sup h(O’, /‘L)a
m

donde el supremo se toma sobre todas las medidas de probabilidad o-invariantes.

5. Teoremas ergodicos

En esta seccién, (X,.A) serd un espacio medible, y T : X — X serd una
transformacién medible que preserva una medida de probabiliad pu.
Un teorema ergddico es una teorema que describe el comportamiento de una

sucesion
n—1
1 .
- E fOTj,
n -
Jj=0

donde f: X - Ro f: X — C es una funcién. Su formulacién precisa depende
de
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* qué clase de funcién es f (continua, medible, de LP(u)...)
* qué nocién de convergencia se considera (puntual, uniforme, en LP...)

Para z € X, + = Z f o T7(x) es el promedio temporal de f a lo largo de la
orbita de x hasta tlempo n— 1. Interesa estudiar su convergencia y su dependencia
de . Como ya dijimos en la Seccién 2, si u es ergddica este limite sera igual en
casi todo punto, e igual a [ f dpu.

Observemos que cuando existe el limite, es decir, cuando esta definida la
funcién

B ) 1 n—1 ;
f(z) :nlgrrgoﬁj;foT (x)

en algun espacio funcional, f : X — R es constante en las drbitas de T' (es decir,
es invariante por T'). Al ser limite de funciones medibles es una funcién medible,
por lo que si u es ergdédica debe tomar sélo un valor. Pero cualquier funcién
constante en un espacio de probablhdad sera igual a su integral. Por lo tanto,

para concluir que lim,, % f o T (x = [ fdu, lo esencial es probar la

existencia de f , en algin contexto.
Dos teoremas ergédicos importantes de la década de 1930 son los teoremas
ergédicos de Birkhoff y de von Neumann, de los que hablaremos a continuacion.

5.1. Teorema de Birkhoff

Este teorema lleva el nombre de George David Birkhoff, aunque a veces
también se lo llama Teorema de Birkhoff-Khinchin, por el matematico soviético
Aleksandr Khinchin.

Teorema Ergédico de Birkhoff. Sea (X, A, u) un espacio de probabilidad, y
T : X — X una transformacion que preserva la medida p. St f : X — R es una
funcion integrable, para p-casi todo x € X existe el limite

f(z) = lim —ZfoT]

n—o0o M

La funcion f: X — R es medible y constante en las orbitas de T'. En particular,
st es ergodica para T,

— ]
,};n;oan"T AL

para p-casi todo x € X.

Un caso particular de este teorema que es muy interesante es aquel en
que f es la func10n caracteristica de algiin conjunto medible A. En este caso,
lim,, o0 & pm Z f o T9(z) es la proporcién de tiempo que la érbita de = pasa en
A. El teorema dlce que cuando p es ergddica esto coincide con p(A), y en este
sentido p nos dice como es probable que se comporte el sistema a tiempos largos.

Probar este teorema no es facil y por razones de tiempo estéd fuera del alcance
de este minicurso. Daremos la demostraciéon de un teorema de enunciado similar
pero de demostracion muy diferente: el Teorema Ergddico de von Neumann.
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5.2. Teorema Ergoédico de von Neumann

Por simplicidad, en esta secciéon asumiremos que T : X — X, ademas de
preservar la medida de probabilidad p, es biyectiva.

El teorema que veremos a continuacién tiene un enunciado muy similar al
anterior, sélo que trata de funciones de cuadrado integrable y convergencia en el
espacio L%(u). Recordemos que

L= {F: X > [ 7P du <o),
X

y L?(p) es el cociente de este espacio por la relacién de igualdad en p-casi todo
punto. Esta dotado del producto interno

U@zémm

con el cual es completo. Es decir, es un espacio de Hilbert.
Consideremos el subespacio cerrado de las funciones invariantes bajo T

I={fel(u): foT =
La proyeccién ortogonal sobre este subespacio es Py : L?(u) — L2 ().

Observacion 6. La medida p es ergddica si y sélo si los tnicos elementos de I
son las funciones constantes.

El teorema ergddico de von Neumann se refiere a grupos de operadores
unitarios en espacios de Hilbert, aunque enunciaremos aqui sélo el caso particular
del mismo que es relevante en nuestro contexto. Este enunciado mas restringido
es también consecuencia de la demostracion de Birkhoff de su teorema ergddico.
Sin embargo, el teorema de von Neumann en su versién mas general no se deduce
del de Birkhoff. Por ser ésta mas corta y elegante, daremos la prueba de von
Neumann.

Teorema Ergdédico de von Neumann. Sea (X, A, 1) un espacio de probabilidad,
yT : X — X una transformacion invertible que preserva la medida p. Si
f € L%(n), existe el limite

n—

1

f(z) = lim —
n—oo N 4

=

1
foT?

0

en L?(p) y es igual a Pr(f).

Observemos que para un espacio de probabilidad L?(u) C L*(p). Es decir,
todas las funciones que estamos considerando son integrables.

Observacién 7. [, fdu = (f,1) = (Pr(f)+Pr+(f),1) = (Pr(f), )+ (Pro(f), 1).
Aqui P;.(f) denota la proyeccién de f sobre el complemento ortogonal de I.
Como éste es ortogonal a la funcién 1, tenemos que

Af@ZARUMM
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Consideremos el operador lineal

Ur : L*(n) — L* ()
Ur(f)=foT.

Tiene las siguientes propiedades, que se verifican con facilidad:
» Ur tiene autovalor 1, y ker(Ur — id) = I.

s Alser T invertible, U también es invertible, y ademds preserva el producto
interno. Por lo tanto, Ur es un operador unitario, es decir, Up = (Ur)~!

» Como ||Ur(f)|| = ||f|| para toda f, todos los autovalores de Ur tienen
norma 1.

Demostracion del Teorema:
Queremos probar que

n—1

= i
nh_)rr;onZU ) —n—oo Pr(f).

Cuando f € I, esto es evidente.
Probémoslo ahora para una funcién f de la forma f = Ur(g) — g. Como la
suma Z?;Ol U#.(f) es telescopica,

1 j 1 2
S 2 U = 07 9) — gl < ZlIfIl 0.

Jj=0

Sea B la clausura de {Ur(g) —g : g € L?(n)}. Entonces para toda f € B se
cumple que +>7"7) LUL(f) = 0.

Vamos a ver que B = I+, es decir, que L?() = I © B donde la suma directa
es ortogonal.

fLB <<= Vge L*(u

) {f,Ur(g)—9)=0
) )

— VgeL*(u) (f,Ur(9) =(f.g
= Ur(f)=1f
— fel.
Entonces
1 n—1 . 1 n—1 ) 1 n—1 )
=2 U = =Y URPIN) + D UR(Pr(f)
j=0 =0 =0

= %Z (Pro(f)) — Pr(f).
7=0
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La idea de pasar de T : X — X a Ur : L*(m) — L*(m) es sumamente
fructifera, yendo mucho mas alla de la demostracién de este teorema. Aunque
no ahondaremos en este tema, daremos un pequeno ejemplo de su utilidad,
probando que una rotacién de dngulo irracional en la circunferencia es ergddica
para la medida de Lebesgue.

Tomemos S! = {z € C : |z| =1} y sea m la medida de Lebesgue en S!. Es
decir, para f : S! — R integrable

1
fGam() = [ 1@ e
st 0
La base de Fourier en L?(m) es {¢, }nez dada por

pn(z) =2"

o equivalentemente
2minx

on(T) =¢

Es una base ortonormal. Por lo tanto, cualquier funcién f € L?(m) se escribe
como f = ZnEZ Cn(f)‘pm donde Cn(f) = <f> Spn>'

Proposicién 6. Fijado o € R\Q, sea T : St — S la rotacion de dngulo 2ra,
dada por

T(eQﬂ-im) — e271'i(m+a).

FEntonces m es ergodica para T.

Demostracion: Claramente m es T-invariante. Para probar que m es ergédica,
probaremos que el subespacio I de las funciones T-invariantes en L%(m) sélo
contiene a las funciones constantes.

Tomemos f € I, es decir, f € L?(m) tal que Ur(f) = f. Queremos ver que
f es constante en casi todo punto, es decir, que ¢,(f) = 0 para n # 0.

1
/ f(eZTri(z+a))e—27rinm dr
0

a+1 ) )
_ / f(eQTrly)e—Zﬂzn(y—a) dr

1
f(e27riy)ef27rin(y7a) dx
0

= M, pn).

Esto sélo es posible si (f, p,) =0 Vn # 0, que es lo que querfamos probar.
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