GUIA DOCENTE

Topoloxia
(Grupo A)
Curso 2008-09

Prof. José A. Oubifia Galiflanes
Departamento de Xeometria e Topologia
Facultade de Matematicas

Universidade de Santiago de Compostela



Datos descritivos da materia

I.1. Descripcion da materia:

Nome: Topoloxia

Codigo: 211

Tratase dunha materia obrigatoria, de 9 créditos (6 tedricos e 3 practicos), que se
imparte no primeiro cuadrimestre do segundo curso da Licenciatura en
Matematicas (Resolucion de 1 de marzo de 2001, BOE de 16 de marzo).

1.2. Prerrequisitos:

O alumno debe ter cofiecementos basicos de teoria de conxuntos, e da topoloxia
da recta real e de R", polo que deberia ter cursado a materia troncal de primeiro
curso ‘Topoloxia dos espazos euclidianos’.

1.3. Profesor que imparte a materia (do grupo A):

José Antonio Oubifia Galifianes, catedratico de Xeometria e Topoloxia da
Universidade de Santiago de Compostela.

A docencia serd impartida en castelan. O material de apoio (boletins, curso de
Topoloxia no Campus Virtual da USC, http://www.usc.es/campusvirtual/, e o
curso dentro da OpenCourseWare na USC,
http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_topoloxia/in
dex.html) ofertarase en galego.

I.4. Horas de titoria:
Mércores e xoves, de 5 a 8 a tarde no Departamento de Xeometria e Topoloxia
(Facultade de Matematicas).

Sentido da materia no perfil da titulacién

11.1. Bloque formativo:

A materia Topoloxia pddese configurar dentro dun bloque xenérico de
Xeometria Diferencial e Topoloxia, e é basica para o estudo das materias Curvas
e Superficies, Teoria Global de Superficies, Xeometria e Topoloxia (onde se
estudas as variedades diferenciables), Topoloxia de Superficies, Homotopia,
Topoloxia Alxébrica e Xeometria de Riemann. Nesta materia introddcense
ademais ferramentas que se utilizan para o estudo dos diversos cursos de analise
matematica.

11.2. Papel que xoga a materia no bloque formativo:

Os alumnos xa tefien cofiecemento previo da topoloxia no caso particular do
espazo R", que estudaron na materia Topoloxia dos espazos euclidianos no
segundo cuadrimestre do primeiro curso. Na presente materia de Topoloxia
(xeral ou conxuntista) abstrdense as propiedades mais importantes presentadas
no curso anterior, para estudar, con un tratamento sistematico, espazos mais
xerais que os euclidianos. O estudo do curso ten un valor formativo engadido,
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que ven de que promove a aprendizaxe do tratamento rigoroso e formal da
matematica. Por outra parte, o cofiecemento dos espazos topoloxicos que aqui se
introducen, é fundamental para o estudo doutros espazos que aparecen en
matematicas, como son as variedades diferenciables (obxectos béasicos nos
cursos de Xeometria e Topoloxia, Xeometria de Riemann, Métodos xeométricos
da Mecanica Clasica) e os espazos de funcions (Andlise funcional)

11.3. Interese da materia nas Matematicas:

a. A Topoloxia esta non fundamentos da matematica e algiins dos conceptos que
se estudan neste curso (continuidade, compacidade, conexidade) son nociéns
moi importantes e Utiles en Matematicas.

b. Estudanse conceptos moi béasicos e intuitivos dos que se pode falar en niveis
mais elementais de ensinanza (interior, fronteira, compofientes) e apréndese a
transformar a intuicion das ideas no rigor propio das Matematicas.

c. No estudo da materia desenvélvense actividades que axudan na forma de
traballar as matematicas e as ciencias en xeral (intuicion, capacidade de
abstraccion, visualizacion, resolucion de problemas, razoamento coidadoso).

d. Como consecuencia das construcions propias da Topoloxia, obtéfiense
curiosos e importantes exemplos de espazos na matematica e apréndese a
comparalos e distinguilos ‘topoloxicamente’.

e. A Topoloxia proporciona unha linguaxe necesaria para 0 manexo de diversos
obxectos nas Matematicas e na Fisica (variedades, espazos fibrados, grupos
topoldxicos, grupos de Lie, nodos, cordas, ...)

11.4. Como aparece esta materia noutras universidades europeas.

Noutras universidades europeas aparecen cursos de topoloxia nos seus estudos
de grado, usualmente como cursos de topoloxia xeral e algunhas veces como
cursos de introducion a analise e a topoloxia ou de xeometria e topoloxia.

Obxectivos e competencias
1) Os obxectivos basicos do curso son:

a. Introducir as nocions basicas de espazos topoldxicos, espazos métricos e
continuidade.

b. Construir novos espazos topoldxicos mediante produtos e cocientes.
c. Cofiecer as propiedades topoloxicas basicas; compacidade e conexidade

2) Ao final do curso os estudantes deben conseguir as seguintes ganancias:

a. Comprender distintas formas de dar unha topoloxia nun conxunto: usando
abertos, pechados, abertos basicos, vecifianzas basicas; e cofiecer topoloxias
definidas por distancias.

b. Adquirir intuicién no estudo dos espazos topoloxicos abstractos.

c. Ser capaces de xeneralizar a espazos topoldxicos conceptos xa cofiecidos polo
alumno en espazos euclidianos: interior, adherencia, puntos de acumulacion, a



nocion de continuidade, as definiciéns e propiedades basicas de conexidade e
compacidade; e cofiecer novas propiedades xerais que tamén se aplican ao
estudo de espazos métricos.

d. Saber construir novos espazos a partir doutros: subespazos, espazos suma,
produto e cociente.

e. Afondar na nocion de continuidade: homeomorfismos e propiedades
topoloxicas, extensions continuas.

Como unha competencia transversal, a Topoloxia préstase ao aprendizaxe da
escritura matematica formal, polo que o alumno debe progresar na capacidade de
correccion formal na escritura das matematicas.



V.

Contidos da materia

Descritores da materia no Plano de Estudos:

Espazos topoldxicos. Espazos meétricos. Funcions continuas. Espazos suma,
produto e cociente. Compacidade. Conexidade. Complecion e compacidade en
espazos métricos. Espazos normais.

Organizacion do curso:
O curso organizase en 8 blogues ou temas, e cada un deles dividese en varios
apartados:

1.- Espazos topoloxicos e espazos métricos: Topoloxias: espazos topoloxicos;
abertos. Pechados. Bases. Vecifianzas. Bases locais. Métricas nun conxunto:
espazos métricos. Metrizabilidade. Comparacion de topoloxias. Meétricas
equivalentes. Interior, clausura e fronteira. Espazos de Hausdorff. Propiedades
de numerabilidade. Sucesidns converxentes. Sucesions de Cauchy en espazos
métricos. Espazos métricos completos. Topoloxia relativa: subespazos.

2.- Continuidade: Aplicacions continuas. Aplicacions abertas e pechadas.
Homeomorfismos e propiedades topoldxicas. Restricions. Aplicacions
combinadas. Topoloxias inducidas. Aplicacions isométricas.

3.- Suma e produto de espazos topoldgicos: Topoloxia suma. Produto finito de
espazos topoloxicos; a topoloxia produto. Propiedades. Produtos e continuidade.

4.- Espazos cocientes: Identificacions. A topoloxia cociente. Propiedades.
Exemplos de espazos cocientes.

5.- Conexidade: Espazos topoloxicos conexos. Espazos conexos por camifios.
Compoiientes conexas. Conexidade local.

6.- Compacidade: Espazos topoloxicos compactos. Compacidade e
continuidade. Produto de espazos compactos. Compacidade local.
Compactificacion.

7.- Espazos normais: O problema de extension dunha aplicacion continua.
Retraccions. Espazos normais. Lema de Urysohn. Teorema de extension de
Tietze.

8.- Compacidade e complecion en espazos métricos: Compacidade secuencial.
Propiedade de Bolzano-Weierstrass. Caracterizacions da compacidade en
espazos meétricos. Completamento dun espazo métrico. Teorema de complecion.
O espazo R como completamento de Q.

No seguinte grafico indicase cada un dos temas, e mostrarase, na orientacion de
cada tema, a interrelacion cos restantes sombreando aqueles que son necesarios
para 0 seu desenvolvemento e 0s posteriores para 0s que o0 tema actual sexa
imprescindible.
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TEMA 1: Espazos topoloxicos e espazos métricos.
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1. Sentido do tema.

Este € o tema inicial do curso, no que se sentan as bases dos distintos contidos da
materia. Explicaselle ao alumno que é a Topoloxia por comparacion coa
xeometria. A topoloxia estuda a continuidade. Mentres a xeometria métrica
ordinaria trata das propiedades que son invariantes polos movementos, na
topoloxia estidanse aquelas propiedades xeométricas invariantes por
deformacions continuas. De feito, a topoloxia pddese describir como a rama das
matematicas que se ocupa das propiedades que son invariantes por cambio de
tamafio ou forma, producidas por estiramentos, encollementos ou calquera tipo
de distorsion. Por exemplo, en topoloxia, unha circunferencia, unha elipse e un
cadrado son a mesma cousa, e unha esfera € 0 mesmo que un elipsoide ou un
cubo.

O estudante xa sabe que os abertos nos espazos euclidianos permiten caracteriza-
la continuidade das funcions sen necesidade de utiliza-la distancia. Isto suxire
que unha nocidén razoable de "aberto" en espazos abstractos permitiria introduci-
las funcidns continuas en espazos mais xerais.

Neste primeiro tema preséntanse 0s espazos topoloxicos, onde a nocion de
aberto é fundamental, e vense outras formas de definir unha topoloxia nun
conxunto para convertelo nun espazo topoloxico. Estidanse tamén unha serie de
conceptos elementais relacionados con estes espazos, insistindo na nocion de
proximidade, mediante vecifianzas e vecifianzas basicas.

2. Apartados do tema.

Topoloxias: espazos topoloxicos; abertos. Pechados. Bases e subbases.
Vecifianzas. Bases locais. Meétricas nun conxunto: espazos mMmeétricos.
Metrizabilidade. Comparacion de topoloxias. Métricas equivalentes. Interior,
clausura e fronteira. Espazos de Hausdorff. Propiedades de numerabilidade.
Sucesions converxentes. Sucesions de Cauchy en espazos métricos. Espazos
métricos completos. Topoloxia relativa: subespazos.

3. Materiais para estudar o tema.

Para o estudo deste primeiro tema pddense empregar os dous textos basicos
aconsellados (Capitulos 7 e 8 de Masa Vazquez e parte do Cap. 2 de Munkres),
e 0 material especifico deste primeiro tema no OpenCourseWare na USC:

http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_
topoloxia/material/temas/temal . html
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4. Método de traballo aconsellado.

O alumno debe ser consciente de que moitas das ideas que se expofien son
xeneralizacions de resultados que xa cofiece nos espazos euclidianos. Para
asimilar e asentar os diferentes conceptos que se introducen debe ser capaz de
tratar como exemplos o0s seus cofiecementos dos espazos euclidianos e
comprender a existencia dos novos espazos que se presentan neste tema e que
logo se usaran ao longo do curso en distintas situacions.

5. Actividades a desenvolver.

Realizacion en pequenos grupos dos exercicios propostos no primeiro boletin de
problemas, intentar resolver os exercicios de autoavaliacion propostos en cada
apartado deste primeiro tema e no modulo de contidos Avaliacion no curso de
Topoloxia no Campus Virtual e face-lo exame virtual que se propofiera antes de
remata-lo tema.

6. Competencias traballadas.

O obxectivo 1la no referente a introducion das nocions basicas de espazos
topoldxicos e espazos métricos, as competencias 2a e 2b, a competencia 2¢ no
que se refire & xeneralizacion a espazos abstractos das nociéns de interior,
adherencia, puntos de acumulacién, e a competencia 2d no que alude a
construcion de subespazos.

7. Dificultades principais no estudo do tema.

Unha dificultade de tipo xeral coa que se pode atopar o alumno e a capacidade
de alcanzar o nivel de abstraccion necesario para manexar os diferentes
conceptos cos que se traballard no tema. Isto intentarase suplir con exemplos
axeitados para cada nocion. Algins conceptos concretos como bases e bases
locais merecen un tratamento coidadoso para evitar a tipica confusion entre o
que significa ‘ser base dunha topoloxia dada’ e o que quer dicir ‘ser base
dalgunha topoloxia’. Por outro lado, o significado da ‘verificacion dos axiomas
de numerabilidade’ nun espazo e a nocién de ‘separabilidade’ traballarase con
exemplos adecuados para unha boa asimilacion.

8. Bibliografia para ampliar o tema.

Para os diferentes conceptos introducidos nos espazos topoldxico o libro de
Willard € unha boa referencia complementaria, e para unha ampliacion do estudo
dos apartados sobre 0s espazos métricos poden verse os textos de Lima e de
Sutherland.

Ademais, como complemento a este primeiro tema poden verse distintas
respostas & pregunta ‘Que é a topoloxia?’ e unha breve historia da Topoloxia no

curso da materia no Campus Virtual ou ben na paxina do OpenCourseWare
http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_
topoloxia/material/index._html
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TEMA 2: Continuidade.
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1. Sentido do tema.

Neste tema introdlcense as nocion mais basicas sobre a continuidade en espazos
topoloxicos. Na sUa concepcion mais primitiva, a continuidade aplicase
independentemente a duas situaciéns: a continuidade da materia dun obxecto e a
continuidade do tempo; nun estado mais avanzado de abstraccién, estas duas
concepcidéns fusiénanse na de continuidade do movemento dunha particula ao
longo dunha traxectoria. A continuidade do movemento traddcese en que ao
variar o tempo t, os valores de recorrido f(t) que se lle asignan desprazanse dun
xeito continuo. Estas observacions fisicas dan unha idea bastante natural de
cando unha funcion non € continua: se para algun instante do seu dominio
proddcese unha rotura no seu recorrido. Isto fai pensar que o concepto de
continuidade debe descansar no de proximidade, e dado que no tema anterior
temos definido este concepto (vecifianzas, abertos) estamos en condicions de dar
unha definicion rigorosa de continuidade.

2. Apartados do tema.

Aplicaciéns continuas. Aplicacions abertas e pechadas. Homeomorfismos e
propiedades topoloxicas. Restricions. Aplicacions combinadas. Topoloxias
inducidas. Aplicacions isométricas.

3. Materiais para estudar o tema.
Este segundo tema pddese estudar seguindo os textos de Masa (Capitulo 9),

Munkres (Cap. 2, Seccion 18) e o libro de Hu (Cap. Il, Sec. 3), asi como o

material especifico deste segundo tema no OpenCourseWare na USC:
http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_
topoloxia/material/temas/tema2._html

4. Método de traballo aconsellado.

Para asimilar este tema o alumno debe comprender como abstraer a nocion de
continuidade que xa cofiece na recta real e nos espazos euclidianos para pasala a
espazos topoldxicos xerais. E dicir, debe ter presente que debe prescindir das
distancias para utilizar as vecifianzas e as vecifianzas basicas, que apareceran en
lugar dos intervalos e das bdlas euclidianas.

5. Actividades a desenvolver.

Efectuar os exercicios propostos no primeiro boletin de problemas, resolver os
exercicios de autoavaliacion propostos en cada apartado do Tema 2 e no mddulo
de contidos Avaliacion no curso de Topoloxia no Campus Virtual e face-lo
exame virtual que se propofiera ao remata-lo tema sobre os Temas 1 e 2.
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6. Competencias traballadas.
O obxectivo 1a no referente a continuidade, as competencias 2b e 2e.

7. Dificultades principais no estudo do tema.

Unha das principais dificultades pode ser comprender que a nocion de
continuidade en espazos abstractos poste diferentes significados segundo a
topoloxia coa que se traballe e non se corresponde coa idea intuitiva euclidiana.
Os diferentes exemplos pretenderan aclarar este significado.

8. Bibliografia para ampliar o tema.

No libro de Dugundji pddense atopar propiedades xerais sobre continuidade que
poden ser ilustrativos para ampliar algins dos conceptos que se estudan neste
tema.

TEMA 3: Suma e produto de espazos topoldxicos.
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1. Sentido do tema.

A partir de varios espazos topoloxicos pddense obter novos espazos: Na sua
unién definese unha topoloxia inducida por cada un dos espazos que se chama a
"topoloxia suma ". No seu produto, obtense a chamada "topoloxia produto ", que
se caracteriza pola topoloxia que ten cada un dos seus factores, da mesma forma
que a topoloxia dos espazos euclidianos de varias dimensions ven determinada
pola topoloxia euclidiana das suas rectas coordenadas. Neste tema constriense
novos espazos como suma ou produto de familias de espazos topoldxicos.

2. Apartados do tema.

Topoloxia suma. Produto finito de espazos topoldxicos; a topoloxia produto.
Propiedades. Produtos e continuidade .

3. Materiais para estudar o tema.

O terceiro tema podese estudar seguindo o libro de Masa (Capitulos 10.2 e
10.3), e o libro de Hu (Cap. Il, principio da Seccién 5 no que se refire a
topoloxia suma), asi como o material especifico deste terceiro tema no
OpenCourseWare na USC:
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4. Método de traballo aconsellado.

E importante ter claro o comportamento do produto finito de conxuntos, das
proxeccions e das aplicacions que involucran produtos. Para pensar na topoloxia
produto debe pensarse outra vez no caso euclidiano e comprender como as
uniéns de bdlas abertas euclidianas e as unions de produtos de intervalos son a
mesma cousa.

5. Actividades a desenvolver.

Realizar os exercicios propostos no terceiro boletin de problemas, intentar
resolver os exercicios de autoavaliacion propostos en cada apartado do Tema 3 e
no médulo de contidos Avaliacion no curso de Topoloxia no Campus Virtual e
face-lo exame virtual sobre os Temas 1, 2 e 3 que Se propofiera ao acabar este
tema.

6. Competencias traballadas.

O obxectivo 1b no que alude a construcion de novos espazos mediante produtos,
a competencia 2b, e a competencia 2d no que se refire a saber construir espazos
suma e produto a partir doutros espazos.

7. Dificultades principais no estudo do tema.

A principal dificultade consiste en comprender claramente como os abertos da
topoloxia produto non son soamente os produtos de abertos dos factores sendn
que hai moitos mais. O confundir a base que se usa para introducir a topoloxia
produto con toda a topoloxia é o erro mais comun na aprendizaxe deste tema.

8. Bibliografia para ampliar o tema.
O libro de Munkres e o de Willard son aconsellables para un estudo mais xeral

da topoloxia produto.

TEMA 4: Espazos cocientes.
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1. Sentido do tema.

Alguns obxectos moi simples, como un cubo, un tetraedro ou un cilindro,
podense obter pegando partes dun cacho de papel seguindo certas regras. Isto é
un exemplo de construcion dun obxecto cociente. En xeral, os cocientes dun
conxunto determinanse por unha relacion de equivalencia ou a través dunha
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particion. Se o conxunto de partida ten unha topoloxia, a particion da lugar a
unha topoloxia no cociente e & obtencion dun "espazo cociente”. Neste tema
utilizaranse as nociéns de particién ou descomposicién, relaciéon de equivalencia,
conxunto cociente, etc., para construir 0s espazos cocientes.

2. Apartados do tema.

Identificacions. A topoloxia cociente. Propiedades. Exemplos de espazos
cocientes.

3. Materiais para estudar o tema.
O libro de Hu (Capitulo Il, Seccion 6) e o de Masa (Capitulo 19.4) son
adecuados para o estudo deste tema. Podese usar tamén o material especifico

deste cuarto tema no OpenCourseWare na USC:
http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_
topoloxia/material/temas/temad . html

4. Método de traballo aconsellado.

En primeiro lugar debe cofiecerse con claridade a nocion conxuntista de cociente
dada ou ben por unha particién ou ben por unha relacién de equivalencia. E
despois importante comprender como se introduce a topoloxia no conxunto
cociente e ver moitos exemplos da construcions de espazos cocientes e de saber
identificar espazos cofiecidos con cocientes doutros espazos.

5. Actividades a desenvolver.

Traballar os exercicios propostos no cuarto boletin de problemas, resolver os
exercicios de autoavaliacion propostos en cada apartado do Tema 4 e no mddulo
de contidos Avaliacién no curso de Topoloxia no Campus Virtual e face-lo
exame virtual que se propofiera ao rematar este tema e que comprendera
cuestions sobre os catro primeiros temas.

6. Competencias traballadas.
O obxectivo 1b no referente a construcion de espazos cocientes, a competencia
2b, e a competencia 2d no que alude a construcidn de espazos cocientes.

7. Dificultades principais no estudo do tema.
A principal dificultade € saber visualizar, a partir dunha relacion de
equivalencia, ou dunha certa descomposicion dun espazo, Como € 0 NoVO espazo
cociente que se obtén e cofiecer a sua topoloxia.

8. Bibliografia para ampliar o tema.

Os libros de Dugundiji e Willard son boas referencias complementarias. Ademais,
no libro de Kosniowski podense atopar interesantes construcions con espazos
cocientes.
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http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_topoloxia/material/temas/tema4.html
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1. Sentido do tema.

Hai duas ideas intuitivas de conexidade: unha delas aplicase aos espazos que non
se poden separar en porcidns disxuntas; a outra refirese aos espazos nos que é
posible moverse dun punto a outro dun xeito continuo, sen saltos. Dan lugar a
dias nocions, a de "espazo conexo" e a de "espazo conexo por camifios", que
estdn intimamente ligadas, ainda que non son equivalentes. Neste tema
introducense estas dias nocions e tamén se estuda a relacion entre elas.

2. Apartados do tema.
Espazos topoloxicos conexos. Espazos conexos por camifios. Comporfientes
conexas. Conexidade local.

3. Materiais para estudar o tema.
Para o estudo deste tema é adecuado o Capitulo 12 do libro de Masa, o Capitulo
3 (Seccions 23 e 25) de Munkres e 0 material especifico deste quinto tema no

OpenCourseWare na USC:
http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_
topoloxia/material/temas/tema5._html

4. Método de traballo aconsellado.

Tanto a nocion de conexidade como de conexidade por camifios son moi
intuitivas e é facil visualizar estas propiedades. O que queda e un léxico traballo
de formalizacién e comprension de diferentes exemplos.

5. Actividades a desenvolver.

Realizacion de exercicios sobre conexidade traballando os espazos que se
presentaron nos temas anteriores, intentar resolver o0s exercicios de
autoavaliacién propostos en cada apartado do Tema 5 e no médulo de contidos
Avaliacion no curso de Topoloxia no Campus Virtual.

6. Competencias traballadas.
O obxectivo 1c e a competencia 2c no referente ao cofiecemento e propiedades
basicas da conexidade, e a competencias 2b.

7. Dificultades principais no estudo do tema.
A construcién de camifios explicitos en espazos concretos debe traballarse para
vencer a inicial posible dificultade técnica da sta obtencion.

8. Bibliografia para ampliar o tema.
Unha adecuada bibliografia complementaria para o estudo da conexidade son 0s
libros de Ayala-Dominguez-Quintero e Willard.


http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_topoloxia/material/temas/tema5.html
http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_topoloxia/material/temas/tema5.html

TEMA 6: Compacidade.
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1. Sentido do tema.

Neste tema tratase a nocion de compacidade, que é fundamental en topoloxia.
Permite xeneralizar a espazos abstractos o comportamento e algunhas
propiedades comuns de conxuntos tales como os intervalos pechados da recta
real, os rectangulos pechados do plano ou as esferas e das funciéns continuas
definidas neles. Hai certos comportamentos locais que as caracteristicas destes
espazos permiten transformar en globais, e todos eles exténdense como
consecuencia de que os recubrimentos abertos admiten subrecubrementos
finitos. Isto leva a definicion de “espazo compacto™.

2. Apartados do tema.

Espazos topoldxicos compactos. Compacidade e continuidade. Produto de
espazos compactos. Compacidade local. Compactificacion.

3. Materiais para estudar o tema.
O texto de Masa (Capitulo 11) e o de Munkres (Capitulo 3, Secciéns 26 e 29) e

o material especifico deste sexto tema no OpenCourseWare na USC:
http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_
topoloxia/material/temas/tema6.html

4. Método de traballo aconsellado.

E importante ver como o paso de certas propiedades locais a propiedades globais
(como que unha funcion pase de ser localmente acotada nun intervalo pechado a
acotada) ou que unha funcion continua nun intervalo pechado pase a ser
uniformemente continua, depende fortemente de certa propiedade que se pode
definir a partir de recubrimentos usando unha definicion que pode parecer en
principio pouco intuitiva. A cuestion € comprender, con profusion de exemplos,
en que consiste esta xeneralizacion dos intervalos pechados da recta real ou dos
rectdngulos pechado e bélas euclidianas pechadas do plano.

5. Actividades a desenvolver.

Estudar a compacidade dos espazos topoldxicos que xa apareceron en temas
anteriores, resolver os exercicios de autoavaliacion propostos en cada apartado
do Tema 6 e no médulos de contidos Avaliacion no curso de Topoloxia no
Campus Virtual e face-lo Gltimo exame virtual que se propofiera e que abarca 0s
seis primeiros temas.


http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_topoloxia/material/temas/tema6.html
http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_topoloxia/material/temas/tema6.html

6. Competencias traballadas.
O obxectivo 1c e competencia 2c no referente ao cofiecemento e propiedades
bésicas da compacidade, e a competencias 2b.

7. Dificultades principais no estudo do tema.

A principal dificultade é asimilar perfectamente a nocion de compacidade:
distinguir entre que un espazo tefia recubrimentos finitos (sempre os ten) de que
de cada recubrimento se poida extraer unha familia finita que tamén recubra o
espazo. O traballo con moitos exemplos e a aplicacion a cuestions tedricas debe
solucionar esta dificultade.

8. Bibliografia para ampliar o tema.
Os libros de Hu e Willard son unha bibliografia complementaria adecuada para

este tema de compacidade.

TEMA 7: Espazos normais.
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1. Sentido do tema.

Verase aqui unha introducién ao problema da extensién de aplicaciéns continuas
definidas en subespazos de espazos topoloxicos. Para espazos topoloxicos (0s
chamados *“espazos normais”) que verifican convenientes propiedades de
separacion, o problema de extension ten unha resposta afirmativa no caso de
aplicacions definidas en subespazos pechados e con valores en certos subespazos
da recta real.

2. Apartados do tema.

O problema de extension dunha aplicacion continua. Retraccions. Espazos
normais. Lema de Urysohn. Teorema de extension de Tietze.

2. Materiais para estudar o tema.
Son adecuados os libros de Masa (Capitulo 15) e Munkres (Capitulo 4,
Secciéns 32, 33 e 35), e o material especifico deste sétimo tema no

OpenCourseWare na USC:
http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_
topoloxia/material/temas/tema7.html


http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_topoloxia/material/temas/tema7.html
http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_topoloxia/material/temas/tema7.html

4. Método de traballo aconsellado.

Enfocase este tema pretendendo construir funciéns sobre espazos topoloxicas
con certas propiedades de extensions e tratando as dificultades que este proceso
ten en xeral. Insistirase na proba de dous teoremas non triviais: 0 lema de
Urysohn e o teorema de extensién de Tietze e o seu significado e aplicacions.

5. Actividades a desenvolver.

Estudar o caracter normal dos espazos topol6xicos que xa apareceron en temas
anteriores, e resolver os exercicios de autoavaliacion propostos en cada apartado
do Tema 7 e no modulos de contidos Avaliacion no curso de Topoloxia no
Campus Virtual.

6. Competencias traballadas.
A competencia b e a competencia e no referente as extensions continuas.

7. Dificultades principais no estudo do tema.

As principais dificultades estan na proba dos dous resultados do tema (lema de
Urysohn e teorema de extension de Tietze), que son sen dubida as demostracions
mais complicadas de resultados que aparecen no curso. Deberase esquematizar
cada unha das demostracions e estruturar en pasos mais curtos que permitan un
seguimento axeitado dos razoamentos.

8. Bibliografia para ampliar o tema.
Nos libros de Willard, Hu e Hocking-Young podese ampliar o estudo do

problema de extension e dos espazos normais.

TEMA 8: Compacidade e complecion en espazos métricos.
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1. Sentido do tema.

Estudase neste tema a equivalencia no caso dos espazos metricos da nocion xeral
de compacidade e das diversas nocidns que a precederon histéricamente, como a
continuidade secuencial e a propiedade de Bolzano-Weierstrass. Ademais, coa
mesma idea da compactificacion de espazos topoldoxicos non compactos,
analizase o problema de encaixar isométricamente un espazo metrico nun espazo
completo e, co modelo de Cantor da construcion de R a partir de clases de
equivalencia de sucesions de Cauchy de numeros racionais, constriese o
completamento dun espazo métrico arbitrario.




2. Apartados do tema.

Compacidade secuencial. Propiedade de Bolzano-Weierstrass. Caracterizacions
da compacidade en espazos métricos. Completamento dun espazo meétrico.
Teorema de complecién. O espazo R como completamento de Q.

3. Materiais para estudar o tema.

O libro de Munkres (Capitulo 3, Seccion 28) para as caracterizacions de
compacidade e o Capitulo 11 (Apéndice) do libro de Sutherland para o estudo
do completamento e teorema de complecion, e o material especifico deste
altimo tema no OpenCourseWare na USC:
http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_topoloxia/m
aterial/temas/tema8.html

4. Método de traballo aconsellado.

E aqui importante ter presentes os cofiecementos de compacidade secuencial e
por punto limite no caso euclidiano para a sua xeneralizacion aos espazos
métricos, asi como o paso do conxunto Q dos nimeros racionais & construcion
de R; isto suxire o completamento en xeral de espazos métricos non completos.

5. Actividades a desenvolver.
Aqui a principal actividade consistird en comparar as probas xerais en espazos
métricos coas xa cofiecidas no caso euclidiano e na recta real.

6. Competencias traballadas.
O obxectivo b e a competencia ¢ en relacién coa compacidade en espazos
métricos.

7. Dificultades principais no estudo do tema.

Neste tema non deberian aparecer excesivas dificultades, ainda que a proba de
que todo espazo secuencialmente compacto € compacto require unha
descomposicion en pequenos pasos para facilita-la demostracion.

8. Bibliografia para ampliar o tema.
Os libros de Lima e Masa poden servir como referencias complementarias para

0 estudo deste ultimo tema.


http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_topoloxia/material/temas/tema8.html
http://ocw.usc.es/gl/servizos/ceta/opencourseware/Lic_Matem/mat_topoloxia/material/temas/tema8.html

Indicaciéns metodoldxicas e distribucion ECTS

No curso de Topoloxia introdicense unha serie de conceptos béasicos para
estudar en espazos abstractos propiedades xa vistas polos estudantes en casos
particulares, e outras nova propiedades que permiten cofiecer novos tipos de
espazos. E fundamental presentar exemplos ilustrativos de todolos conceptos
introducidos e que os alumnos cofiezan e distingan aqueles exemplos basicos
que o profesor indicard e que apareceran con frecuencia ao longo do curso.
Propofieranse ademais diversos problemas que permitan traballar os distintos
temas que se estudan. Ademais hai un curso virtual na WebCT da USC
denominado ‘Topoloxia’, no que esta dispofiible un guién detallado e exercicios
propostos para cada un dos apartados de cada tema, e outros recursos
(comentarios, historia, glosario, exercicios de autoavaliacion, exames virtuais).
Como complemento do traballo diario, e co fin de asentar os cofiecementos
adquiridos, os alumnos deberian realizar os exercicios de autoavaliacion
propostos no curso virtual para cada apartado de cada tema e 0s mais xerais para
cada tema no modulo de contidos especifico.

Por outra banda, promoverase a participacion dos estudantes, pretendendo que
intenten ou suxiran:

- establecer en espazos abstractos aqueles conceptos que xa estudaron
nos espazos euclidianos;

- dar exemplos e contraexemplos das novas definicions, unha vez se
Iles tefian presentados os caos particulares mais suxerentes;

- criticar as necesidades ou carencias de certos conceptos, en relacion
COS casos especiais que 0s alumnos xa cofiecen ou que Vvaian
xurdindo.

Os métodos de traballo utilizados favorecen o traballo en equipo e levan consigo
a realizacion de varias exposicions orais breves por parte de cada estudante.

A esta materia, que ten asignados 9 créditos, correspéndelle unha carga de
traballo de 225 créditos, que se poden distribuir acorde ao seguinte esquema:

Actividades Horas presenciais | Factor | Traballo persoal | Total
Clases en grupo grande 72 1,5 108 180
Seminarios en grupo reducido | 15 15 22,5 37,5
Titorias en grupo moi reducido | 3 15 4,5 7,5
Total 90 135 225




VI.

Indicacions sobre a avaliacion

Habera un exame final escrito, onde o alumno debe desenvolver preguntas
tedricas, responder cuestions tedricas e practicas e resolver os problemas que se
propofian. Ademais, o alumno realizard unha serie de actividades que tamén se
utilizaran para avalialo, e co que podera conseguir ata un 30% da cualificacion
final. Estas actividades consisten en:

- asistencia e participacion en seminarios e titorias (10%)
- realizacion de exames no curso virtual (10%)

- resolucién dun exercicio escrito presencial ao acabar a primeira
metade do curso (ao fin do tema 4), onde se deberdn analizar certas
propiedades basicas dun espazo topoldxico concreto (10%)

Neste total de actividades (TA) o alumno podera obter ata 3 puntos. No exame
final escrito podera obter ata 10 puntos, e a cualificacién final establécese coa
seguinte formula:

Cualificacion final = 0’7 EF + max{TA,0’3 EF}



