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Ver respostas

1. Sexa {x,} unha sucesién de puntos en RP. Sexa A = {z,,, n € N} o conxunto de puntos da sucesién. Sexa
A’ o conxunto derivado de A.

(a) i. jPodeser A’ =7

ii. jPode ter A’ un tnico punto?

iii. ;jPode ter A’ un ntimero finito de puntos maior que 1?7
En caso de resposta afirmativa, pon algin exemplo. Noutro caso, razoa a resposta.

(b) Supédn agora que a sucesién {z,,} é de Cauchy, e volve a contestar as preguntas anteriores neste caso
particular, ponendo tamén exemplos no caso de resposta afirmativa, e razoando as negativas.

(¢) Considera a sucesién en R definida da seguinte forma:
1 . , .
k+ — sen=k% s>1, sendo k un nimero primo,
_ n
Ty =
n se n non é potencia dun nimero primo.

Comproba que todo nimero primo é punto de acumulacién de A.

(2,25 puntos)

2. Considera a seguinte funcién de R? en R2,
(y,y%/z) se xy>0,
flzy) = § (@*/y,2) se 2y <0,

(0,0) se zy=0.

(a) Estudia a converxencia das sucesiéns {f(1,1/n)} e {f(1,—1/n)}.
(b) Estudia a continuidade da funcién.

(2,25 puntos)
3. Demostra que un conxunto é aberto se e soamente se é unién de bolas abertas.

(2 puntos)

4. (a) Sexa X C RP un espacio compacto e conexo. Sexa f: X — R unha funcién continua. Probade que
a stia imaxe f(X) é compacta. |E conexa?
(b) Probade que o espacio
A={(z,y) €ER* | zy >0, 2> +y*> < 1}
é compacto e conexo.
(¢) Considerade a funcién f: A — R definida por

flay) =" +y°

e mostrade que f(A) é un intervalo pechado. g)E’] esta unha propiedade especifica do exemplo, ou ben
calquera das funciéns f do primeiro apartado ten esta propiedade?

(d) Determinade se B = A — {(0,0)} é compacto e conexo.

(3,5 puntos)
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1. (a) i. Si, por exemplo, x, = n.

ii. Si, por exemplo, z, = 1/n. Neste caso, A’ = {0}. Efecti-
vamente, 0 é punto de acumulaciéon de A, ao ser limite dunha
sucesién de puntos de A todos diferentes del (Proposicién 3.13).
Non pode haber outro, pois haberia unha subsucesién converxen-
do a este novo punto de acumulacién (Proposicién 3.21), pero
unha subsucesion dunha sucesién converxente converxe necesa-
riamente ao limite da sucesién de partida (Lema 3.7).

iii. Si, por exemplo,

1/n se m par
T, =
1+1/n se n impar.

Neste caso, as subsucesions {y;} e {z;} dadas por

_ ! _
Ys = Va2s [ =~ 25 — 1

son converxentes, {ys} — 0, {z;} — 1. Logo 0,1 € A’. Ade-

mais,
A= {ys,s eN} | J {25 €N},
e A={0,1}.
(b) i. Si. Unha sucesién constante, x,, = z para todo n, é de Cauchy

e, sendo A = {z}, A" =0.

ii. Si. A sucesién dada na resposta (a) — ii é de Cauchy.

iii. Non. Se o conxunto de puntos dunha sucesién de Cauchy ten un
punto de acumulacién, a sucesién converxe a este punto (Coro-
lario 3.22). Logo toda subsucesidn converxe a el. Pero se houbera
outro punto de acumulacién, existiria unha subsucesiéon que con-
verxeria a este punto.
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(c) Sexa k un nimero primo. A subsucesién de termo s-ésimo

1
s = k T e
Yy Jst

converxe a k.

2. (a) f(1,1/n)=(1/n,1/n) e {(1/n,1/n)} — (0,0).
f(1,=1/n) = (—n,1) e {(—n, 1)} non converxe.

(b) Os conxuntos
U={(x,y) eR?|zy >0}, eV = {(x,y) € R* | 2y < 0}

son abertos. Certamente, se (x,y) € U, tomando r = min{|z|, |y|},
a bola By((z,y), ) estd completamente contida en U. Analogamente
para V.

flv:U — R*e f |y: V — R? son funciéns continuas. Para
comprobalo, abonda verificar a continuidade das stias composicidns
con cada proxeccién pr;: R? — R, i = 1,2. Por exemplo,

(pr1 |v)?

prio(flv) = ,
pra \V

funcion definida mediante operaciéns aritméticas de funciéns reais

continuas. Como U e V son abertos, f é continua nos puntos de
UuV.

Estudiemos agora a continuidade nun punto da forma (z,0), con
x > 0. A sucesion {(z,—1/n)} converxe a (z,0). A sucesién imaxe,
{(—na2? )}, non converxe. Logo a funcién non é continua nestes
puntos.
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Tomemos agora (z,0), con = < 0. A sucesién {(x,1/n)} converxe
ao punto (z,0). A sucesién imaxe, {(nz? z)}, non converxe. Logo
a funcién non é continua nestes puntos.

De forma analoga comprdbase que a funcién tampouco é continua
nos puntos (0,y), con y # 0.

Para o punto (0,0) consideramos a sucesién {(1/n% 1/n)}. A sta

imaxe converxe ao punto (0, 1). Logo a funcién tampouco é continua
no (0,0).

4. (b) A é pechado, pois é a interseccién da bola pechada B5[(0,0), 1] e do
conxunto pechado {(z,y) € R? | zy > 0}. Por estar contido nesa
bola, A é limitado. Sendo pechado e limitado en R?, é compacto.

Vexamos agora que é conexo. Escribiremos

A=A A,

onde cada A;, ¢ = 1,2, serd un conxunto conexo e teran un punto
en comun. Fagamos

Ay = {(z,y) €R* |2 >0,y > 0}( ) B2[(0,0),1],

Ay = {(z,y) €R* |z <0,y < 0}() B:[(0,0),1].

Cada conxunto A; é intersecciéon de dous conxuntos convexos, logo
SON CONVeXos €, pois, conexos, e tefien en comdn o punto (0, 0).

(c) Obviamente f(A) C [0,1]. Dado t € [0, 1], o punto (v/%,0) pertence
a Ae f(\t,0)=t. Logo

f(A) =10,1].
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A imaxe continua dun conxunto compacto e conexo é un conxunto
compacto e conexo. En R os conxuntos compactos e conexos son o
baleiro, os conxuntos cun so punto e os intervalos pechados.

O punto (0, 0) é un punto de acumulacién de B: a sucesién {(1/n,0)}
esta contida en B e converxe a (0,0). Logo B non é pechado e, pois,
tampouco compacto.

Non é conexo: unha separaciéon non trivial de B vén definida polos
conxuntos U = {(z,y) e R* |z >y}l e V ={(z,y) e R* | x < y}.
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