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Ver respostas

1
1. Sexa z, = (—1)" 4+ —, n e N.
n
(a) Considera o conxunto
X = {z,, neN}.
Calcula o seu conxunto derivado X'.

(b) Define o concepto de sucesién de Cauchy. Define o concepto de converxencia de sucesions.

d

(e) Para cada z € X' constrie unha subsucesién de ¢ = {z,,} converxendo a z.

)
(¢) Sexa p: N — R a sucesién dada por ¢(n) = z,,. ;E de Cauchy? ;E converxente?
(d) Define o concepto de subsucesion.

)

(2,25 puntos)

2. Estudia a continuidade da funcién f: R? — R? dada por

(z,y) se |[[(z,y)l <1,
flz,y) =
(z,0) se |[[(z,y)]>1.

(2,25 puntos)

3. Sexan X C R?, Y C R? dous espacios, f: X — Y unha aplicacién. Demostra a equivalencia das tres
condiciéns seguintes:

(a) A aplicacién f é continua.
(b) A imaxe reciproca de todo subconxunto aberto V' de Y é un conxunto aberto en X.

(¢) A imaxe reciproca de toda bola aberta By (y,r) de Y é un conxunto aberto en X.

(2 puntos)

4. Define o concepto de compacidade. Demostra que todo conxunto compacto é pechado.

(1,5 puntos)

5. Considerade os seguintes subconxuntos A e B de R2:
A={(z,y) €R? |2y >0, y<z}, B = A[)(B(0,0),1]—{(0,0)}) .
Estuda o cardcter compacto e conexo de A e B.

(2 puntos)
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1. (a) Os elementos x,, de indice impar achéganse indefinidamente a —1.
Analogamente, os elementos x,, de indice par achéganse indefinida-
mente a 1. Os punto 1 e —1 van ser puntos de acumulacién do
conxunto X. Un argumento mdis formal darase no apartado ¢).
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Non hai outros puntos de acumulacién. Para un punto = a esquerda
do —1, x < —1, o intervalo aberto (2x + 1,—1), de centro x, non
contén ningln punto do conxunto. Non é, pois, de acumulacién.
Tampouco é de acumulacién un punto x € (—1/2, 1), pois este
intervalo aberto sé ten un punto do conxunto (o punto z; = 0).
Non é de acumulacién un punto x > 1 + 1/4, pois o conxunto
aberto (141/4, oo) soamente contén un punto do conxunto (o punto
ro = 1+ 1/2). Se x pertence ao intervalo (z9,11, Tomt1), con
n > m, tampouco, pois este conxunto aberto soamente contén un
ndmero finito de puntos de X (os puntos xor: 1 con m < k < n).
Mesmo argumento se = € (29, Ta,) con n > m.

Asi tense X' = {—1, 1}.

(c) A sucesion non é de Cauchy, pois o conxunto X ten mais dun punto
de acumulacién.
Se se prefer un argumento directo: dado € = 2, non existe ninglin n
tal que se n,m > ng, |z, — x| < 2, pois para todo n verificase

1 1

on 2n+1

> 2.

Top — Topt+1 = 2+

Non sendo de Cauchy, non é converxente.
(e) Afuncion N — N que a k fai corresponder 2k define unha subsucesién
{yr} de {z,}, dada por y; = 9. Converxe a 1.

A funcion N — N que a k fai corresponder 2k + 1 define unha
subsucesion {z;} de {x,}, dada por z; = w95.1. Converxe a —1.
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2. Sexan
U = {(z,y) € R?|||(z,y)|| <1},

V = {(z,y) e R*[||(z,y)[| > 1}.
Son subconxuntos abertos de R?: a funcién h: R? — R que a (z,y)

fai corresponder a stia norma ||(z,y)|| é continua, e U = h™!((—o00, 1)),
V =h"1((1,4+00)).

flu € a inclusién de U en R?, logo, continua. Por ser U aberto, f é
continua nos puntos de U.

f|v é continua: a composicién coa primeira proxeccion é igual & primeira
proxeccion; a composicion coa segunda proxeccion é constante. Por ser

V' aberto, f é continua nos puntos de V.

Estudiemos a continuidade de f nun punto (x, y) verificando ||(x, y)|| = 1.
n—1

Consideremos a sucesion - (z,y) ¢ de puntos de U, que converxe

a (x,y). A sucesion imaxe ¢ ela mesma. A imaxe de (z,y) é (x,0). Xa
que logo, se y # 0, a funcién non é secuencialmente continua no punto
unitario (z,vy).

Resta por considerar a continuidade nos puntos (—1,0) e (1,0). Pero
resulta obvio que, na definicién de continuidade, nestes puntos, dado ¢
abonda tomar § = «.
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5. O conxunto A é unién de dous subconxuntos,
9
Ay = {(z,y) eRIz >0,y >0,y <z},

Ay = {(z,y) eR}2 <0,y <0,y <z}.

Cada un deles é convexo: se (xq, ), (z1,y1) € A;, é doado comprobar
que os puntos da forma (1 —t)(zo, yo) + t(z1,vy1), 0 <t < 1, pertencen
a A;, 1 =1,2. Logo A; e A, son conexos. Ademais tefien en comun o
punto (0,0). Logo A é conexo.

O conxunto A non é limitado, logo non é compacto.

O conxunto B non é pechado: o punto (0,0) é de acumulacién. Logo,
non é compacto. Tampouco é conexo. Os conxuntos

U={(zy)eRz>—-y}, V={(zyeckRz<—y},

definen unha separacién.
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