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Introduccién

El interés por el estudio de hipersuperficies espaciales de cur-
vatura media constante en ambientes Lorenzianos, ha sido puesto
de manifiesto por numerosos autores como muestra el articulo
panoramico de Brasil-Colares [1]. Esto se justifica tanto por su
interés matematico, como también fisico en el estudio de la Rela-
tividad General [10].



Comencemos recordando que los autores Yeng-Yau [6], caracteri-
zaron los hyperplanos espaciales de L"*! como las tinicas hipersu-
perficies espaciales completas con curvatura media identicamente
nula, poniendo de manifiesto en este mismo trabajo que todo grafo
espacial y entero de curvatura media constante es necesariamente
completo. En consecuencia, la version no paramétrica del resul-
tado de Cheng-Yau, expresada en terminos de ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales, afirma que las tinicas soluciones

enteras a la ecuacion diferencial de las hipersuperficies maximales
de Ln+1

div( Du ):0 | Du |< 1, (1)

V1= | Du |?

son las funciones afines.



Con ayuda de este resultado y utilizando como principal her-
ramienta, el principio generalizado del maximo de Omori-Yau, los
autores Aledo-Alias probaron que las inicas hipersuperficies espa-
ciales de curvatura media constante en L"*! que estdn compren-
didas entre dos planos paralelos son a su vez los planos paralelos
a los dados. Conviene observar que este resultado es equivalente
a probar que las tnicas hipersuperficies espaciales de curvatu-
ra constante en L""! comprendidas entre dos planos ortogonales
al eje temporal coordenado, son necesariamente otro plano de
este tipo. De nuevo el caso no paramétrico en términos de ecua-
ciones diferenciales afirma que las tnicas soluciones acotadas a
la ecuaciéon diferencial de hipersuperfices espaciales de curvatura
media constante

( Du

V1= | Du |2

):nH | Du |< 1, 2)



son funciones constantes.

En realidad seria mas preciso decir que la anterior ecuacién no
tiene soluciones acotadas para H # 0 y que las tnicas soluciones
acotadas para H = 0 son las constantes.

En ambientes mucho mas generales son numerosos los traba-
jos que se pueden encontrar donde se estudian las hipersuperficies
espaciales de curvatura media constante. Destacaremos especial-
mente varios, en los que se obtienen resultados para hipersuper-
ficies espaciales de curvatura media constante, en espaciotiempos
de Robertson-Walker generalizados (GRW) y otros espacios con
ciertas simetrias [2], [3], [4] ¥ [9].



En las tres primeras referencias, se supone que el espaciotiempo
ambiente, admite una hipersuperficie espacial compacta de cur-
vatura media constante, lo que conlleva que dicho espaciotiempo
sea cerrado. Por otra parte, si la fibra ambiente es compacta, se
puede concluir bajo alguna hipétesis adicional que toda hipersu-
perficie espacial completa serda compacta, haciendo posible el uso
de técnicas integrales.

Recordemos que un espaciotiempo se dice que satisface la condi-
ciéon de convergencia temporal si la forma cuadratica de Ricci so-
bre los vectores temporales es no negativa, ademas esto equivale
en el caso de un GRW a

f"<0 y Ric>m-1(ff"— g,

donde Ric denota el tensor de Ricci de la fibra.



Asi, los autores de los tres primeros trabajos, consiguen caracteri-
zar los slices espaciales del ambiente, como las tinicas hipersuper-
ficies espaciales con curvatura media constante en espaciotiem-
pos de Robertson-Walker generalizados cerrados, que satisfacen
la condicién de convergencia temporal (TCC) estrictamente en su
segunda condicion.

Nuevamente, en terminos de ecuaciones difrenciales el punto
de vista no paramétrico de este resultado se expresa diciendo:



Sea (F, g) una variedad riemanniana compacta y
f:F — (0,00) una funcién diferenciable tal que

/<0 y Ric>(m—-1)(ff"—f")g

sobre F'. Si H € R, las tinicas soluciones u : I’ — I a la ecuacion
diferencial de curvatura media constante

iv 2 — nH — f'(u) | Du |?
W v =" Ve et ) B
| Du < )

vienen dadas por las funciones constantes.



Por el contrario, en la dltima, no se supone compacidad, ni en
la fibra, ni en la hipersuperficie, aunque se exige la existencia de
un maximo local para cierta funcién distinguida, definida sobre
la hipersuperficie espacial. Los autores, consiguen demostrar bajo
cierta hipdtesis natural en la fibra, que localmente en torno del
punto donde se alcanza el maximo, la hipersuperficie estara con-
tenida en un slice. Destacaremos en este trabajo, la utilizacion
de la técnica de Bochner-Lichnerowicz, novedosa en ambientes
Lorentzianos.



Centrando el caso

En lo que sigue describiremos algunos resultados obtenidos por
Caballero-Romero-Rubio [9] en el estudio de superficies espaciales
no compactas de curvatura media conveniente acotada, o cons-
tante en espaciotiempos de Robertson-Walker generalizados de
dimension 3. Dichos resultados engloban y extienden a otros ante-
riores, obtenidos por Romero-Rubio en el caso de espaciotiempos
de Robertson-Walker de fibra R? y tales que su curvatura sec-
cional en cada abierto es no nula. Nos referiremos a la verificacion
de esta ultima condicion, la cual equivale a que la funcién warp-
ing nunca sea localmente constante, nombrando al espaciotiempo
como propio. Para probar los citados resultados, el espacio am-
biente debera satisfacer algunas condiciones geométricas usuales,
cuyo origen proviene de la Teoria de la Relatividad.



Asi, se exigird al espaciotiempo la satisfaciéon de la condicién de
convergencia nula (NCC), la cual consiste en suponer que la forma
cuadratica de Ricci sobre los vectores isétropos sea no negativa,
0 en su caso la exigencia de TCC.

En este mismo contexto Caballero-Romero-Rubio [5] han ca-
racterizado los grafos enteros y maximales en los espaciotiempos
mencionados, resolviendo de esta forma un nuevo problema de
tipo Calabi-Bernstein.



Preliminares

Introduzcamos algunas definiciones y notacién que nos permi-
tan concretar los resultados:

Sea f una funcién positiva y diferenciable de clase C*, definida en
un intervalo I C R. Consideremos el espaciotiempo de Robertson-
Walker generalizado M con base (I,—dt?), fibra una variedad
riemanniana 2-dimensional (F, g,) y funcién warping f, esto es el
producto I x F', con la métrica dada por

* 2 2__x
(, )= —m(dt”) + f(m1) "7 (9,), (3)
donde 7; y mp denotan las proyecciones sobre I y F', respectiva-
mente. Si la funcién f es no localmente constante, estaremos en

el caso de un espaciotiempo propio de Robertson-Walker genera-
lizado.



Si denotamos por x : S — M la inmersion de una superficie
espacial, la cual orientamos de forma que su normal N verifique
(O, N) > 0, definimos las funciones t := wyox, f(t) := fot y el
campo & = f(m7)0;. El campo & es conforme y cerrado.

Un calculo estandar permite escribir las expresiones

@) 2
At= {2+ | Vit | }—2H<N,8t>

y

art) = -2+ fyos 1y | Ve 27 (. 0)

También teniendo en cuenta la ecuacion de Gauss de la superfi-
cie y la expresion del tensor de Ricci de M se puede escribir la



curvatura Gaussiana de la misma

ny F(r F(n
K= J;((tt))Q + {Kf((t);) — (log f)”(t)} | Vit |2 —i—Kfé)zF) —2H? + %trace(AQ) (4)

donde K denota la curvatura gaussiana de la fibra. Por otra
parte, observaremos que en los espacios ambiente que estamos
tratando, la condicion NCC es equivale a que

K" (m,)
—— 2 (log f)" >0
fp 80
y la condicén TCC es equivalente a que se satisfaga NCC y que

f// S O
De esta forma, si M satisface NCC y
K" (mp) + f2() 2 H*f*(t),

entonces K > 0. En particular si la curvatura de la fibra Krp > 0

f2(t)
f2()

y la curvatura media verifica que H? < se obtiene que K > 0.



Principales resultados

La linea de razonamiento para la obtencion de los principales
resultados que se expondran a continuacion, vendra dada por una
parte, por la eleccién de una funcion distinguida sobre la superficie
en estudio, la cual serd constante si y soélo si dicha superficie es
totalmente umbilical. Por otro lado, se determinaran acotaciones
de la curvatura media de la superficie que haran que esta sea
parabolica, con lo que mediante el uso de algin resultado técnico,
bastard asegurar que la funcion elegida sea subarmondnica para
poder concluir que es constante.



Teorema 1. Sea M un espaciotiempo de Robertson-Walker gene-
ralizado propio, cuya fibra F' tiene curvatura gaussiana Krp > 0y
el cual satisface TCC. Entonces, las tnicas superficies espaciales
completas cuya funcién curvatura media H cumple

. P
= Fap

sobre toda la superficie, son las slices espaciales.

(5)



Demostracién

Una reagrupacion adecuada de los términos en la féormula del
laplaciano de la funciéon warping sobre la superficie, permite es-
cribir

1
f@)

w2
7(0)?

f(0)
f@)

2
+ H(N, 8t>) + (H2 | Vt |2< 0.

)<N, )2 +

De esta forma, la funcién f(t) es una funcién subarménica y po-
sitiva sobre una superficie que al ser completa y tener curvatu-
ra K > 0, haciendo uso de un resultado clésico de Blanc-Fiala-
Hubber [7] podemos concluir que es parabdlica y en consecuencia
la funcién f(t) debe ser constante y la superficie serd necesaria-

mente un slice spacial.
O



Obsérvese, que la condicion (5), puede ser interpretada dicien-
do que el cuadrado de la curvatura media de la superficies en cada
punto es menor o igual que el cuadrado de la curvatura media de
la slice espacial que pasa por dicho punto.



Supongamos ahora que la superficie S tiene curvatura media
constante y que estd comprendida entre dos slices.
Sean sy = inf(£(S)) y s° = sup(¢(S)). Definamos la funcién
¢ [y
/ f(s)ds if H>0
50
Fly) = 5

y
/ f(s)ds it H<O0
\ J g0

y consideremos la funcién no negativa w = (N, &) + HF(t) sobre
S, donde F(t) := Fot.



Es facil comprobar que
V(N, &) = —A¢'

siendo €T := & + (N,&)N la parte tangente a S del campo con-
forme £. También se puede comprobar que

| Vo = (Gtrace(A%) — B?) (N6 f(2). (6)

Siendo claro que w es constante si y sélo si la superficie es total-

mente umbilical.
Por otra parte, calculos estandar usando la ecuacion de Co-
dazzi, permiten obtener la expresion
(

A= {58 — (log 1) (O} 1 9t P (N,€) + {nace(?) — 22}V, €). (7




Si suponemos que el ambiente M satisface NCC, entonces
Aw > 0. Teniendo en cuenta la formulade la curvatura, tenemos
f'(t)?  K'(mr) 1 2

= + —trace(A )}(N, ). (8)
fe?r fe? 2

Usando como principal herramienta un lema técnico debido a
Romero-Rubio [12], podemos enunciar el siguiente resultado, el
cual da una acotacion de la integral del cuadrado de la longitud
del gradiente de la funcién w en un disco geodésico, en relacion
con la medida armoénica de un anillo geodésico concétrico al disco.

Aw:{K—



Teorema. Sea M un espaciotiempo de Robertson-Walker genera-

lizado, cuya fibra es una superficie riemanniana y el cual satisface

NCC. Sea S una superficie espacial de M, con curvatura media

constante H, la cual esta comprendida entre dos slices espaciales.

Si Dp denota el disco geodésico de radio R y centro un punto

p € S, entonces para cada r tal que 0 < r < R la funciéon w
satisface

9 C
|[Vw|*dV < :
D, Hr.R

donde D, denota el disco geodésico de radio r y centro p en S,
MlR es la capacidad del anillo A, g := Dr—D, y C =C(p,R) >0
es una constante.




Como consecuencia al anadir alguna hipotesis adicional, pode-
mos enunciar el siguiente

Corolario. Sea M un espaciotiempo de Robertson-Walker gene-
ralizado, cuya fibra es una superficie riemanniana con curvatura
K y el cual satisface NCC. Si una superficie espacial completa
y no compacta de curvatura media constante S de M esta com-
prendida entre dos slices spaciales y su curvatura media verifica,

. FP | KF(mp)
M=o T e

entonces S es totalmente umbilical.

(9)



Demostracion

La acotacién impuesta sobre H?, garantiza que la curvatu-
ra gaussiana de la superficie es no negativa. Usando un resulta-
do clésico debido a Blanc-Fiala-Hubber [7], tendremos que S es
parabdlica.

Por otra parte, al ser S parabdlica se verifica que

, 1
lim
R—o0 Hr R
basta ahora aplicar el teorema previo.




Cuando la funcién warping del ambiente cumple que

(log f)" <0

Romero-Rubio [11] han probado que para toda superficie com-
pleta comprendida entre dos slices se verifica que

~f@)
ademds es claro que si se da la condicién (log f)” < 0 y la cur-

vatura de la fibra Kr > 0, el ambiente también satisface NCC y
por tanto S debe ser totalmente umbilical.




Por otra parte, bajo las hipotesis del corolario previo, si la NCC
es estricta en algin punto p € S, entonces desde la expresion del
laplaciano de w, se deduce la existencia de un entorno abierto
) C S de p, de tal forma que 2 estd incluido en el slice {t = t(p)}.
En consecuencia si NCC se verifica de forma estricta la superficie
S debe ser un slice espacial.

Como consecuencia, conviene senalar que en las hipétesis del
corolario obtendremos que la funcion

<N7€> :C_Hf<t)7

para algin ¢ € R, entonces las funciones (N, 0;) y f(t) estdn
ambas acotadas sobre S.



Caso no paramétrico

Consideremos (F), g) una superficie riemanniana completa y no
compacta y sea f : I — R una funcién diferenciable y positiva.
Para cada u € C°(F) tal que u(F) C I, podemos considerar
su grafo ¥, = {(u(p),p) : p € F} en el espaciotiempo GRW
M = I x; F. El grafo de u, hereda una métrica, representada
sobre F' como g, := —du® + f(u)%g la cual es espacial si y sélo
si u cumple que g(Du, Du) < f(u)? sobre F, donde Du denota
el gradiente de u en (F, g). Obsérvese que t(u(p),p) = u(p) para
todo p € F' y por lo tanto sobre >, t y u pueden identificarse de
forma natural.



Aplicaremos ahora los resultados obtenidos en el caso paramétri-
co, al estudio de las soluciones enteras acotadas de la ecuacién

| D ) | Du ?
d“’(ﬂu) f(U)2—|Du!2)_2H f<u>2—|puy2(2+ f(u)?) (1)

| Du |< Af(u), 0<A<1, (E,2)

Si u es una solucion de la ecuacién dada, su grafo es una super-
ficie espacial de curvatura media constante en el espaciotiempo
GRW I x¢ I' que claramente estd comprendida entre dos slices.
Sea N el vector normal al grafo tal que (N, d;) > 0, es facil com-
probar que la restriccion (E.2) puede expresarse como



1
V1=
Hemos visto que anteriormente que en el caso de superficies espa-
ciales completas comprendidas entre dos slices, la funcién (N, d;)
es acotada, con lo que la restricciéon (E.2) es natural.

Si denotamos por L(«) v L,(«) las longitudes de una curva
diferenciable o respecto de las métricas g y g, respectivamente,
se puede comprobar que

L,(a) >+1 =X inf(f(u))L(a).

En consecuencia, al ser (F), g) completa e inf(f(u)) > 0, entonces
la métrica g, es completa. Ahora desde el caso paramétrico pode-

(N,0) <

mos enunciar el siguiente resultado.
Escribamos By = {—f'(t)/f(t) : te I} CR.



Teorema. Sea (F), g) una surperficie riemanniana completa y no
compacta con curvatura de Gauss K y sea f : I — R" una
funcién diferenciable. Supongamos que

i) K >0y (log f)” <0, o bien

ii) K >0y (log f)" < 0, o bien

iii) K* > 0, f no es localmente constante y f” < 0.
Entonces,

(a) Si H ¢ By entonces no existe ninguna solucién entera y
acotada a la ecuacién diferencial (E) de superficies espaciales con
curvatura media constante H en M = I X F'.

(b) Si H € By entonces u = ty, donde H = —‘7}/((;[?)), es la

unica solucién entera y acotada a la ecuaciéon diferencial (E) de

superficies espaciales con curvatura media constante H en M =
I Xf F.
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