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Ver respostas

1. (a) Enuncia o Teorema de Bolzano-Weierstrass relativo & existencia de puntos de acumulacién en sub-
conxuntos de RP, coa distancia euclidiana.

(b) Sexa D, = {(z,y) € R? |z = 1/n,y = 1+ 1/m, m = 1,2,...n — 1}. Utilizando o Teorema de
Bolzano-Weierstrass, deduce se o subconxunto

D= |JDn

de R? ten algiin punto de acumulacién.
(¢) En caso de resposta afirmativa, indica un e constriie unha sucesién de puntos de D converxendo a el.

2. Recorda a definicién da norma || || en R?,

1@, y)lloc = miéx{|a], |y[}.

Considera a funcién f: R? — R? dada por

(=9, ) se (@ y)loo < 1.
ool @) s (2, y)]leo > 1.

(a) Debuxa a imaxe das rectas y = x e = 0, e da circunferencia 22 + y? = 2.

(b) Estudia a continuidade da funcién, considerando no dominio e no rango a métrica euclidiana.

Esta é unha cuestion
tedrica que se
poderia referir a
calquera espacio X,
na terminoloxia
usada no curso

3. Sexa (M, d) un espacio métrico.

(a) Demostra que todo subconxunto compacto de M é pechado.
(b) Sexan K e L dous subconxuntos compactos de M. [)E K N L compacto?

4. Considérase R? coa topoloxia usual asociada & métrica euclidiana.

(a) Demostra que S!, a circunferencia unitaria en R?, é conexa.
(b) Demostra que dias circunferencias calquera en R? son homeomorfas.
(c) Sexa C,, = {(x,y) € R? | (x — 1/n)? + y? = 1/n?}. Estudia a conexidade do subconxunto

x=cn

de R2.



xosemasa
Esta é unha cuestión teórica que se podería referir a calquera espacio X, na terminoloxía usada no curso


volver aos enunciados

Xuno de 2000 Respostas

Nesta folla indicanse respostas 4s cuestidns propostas no exame.
Naturalmente, hai outras respostas igualmente correctas. Procurouse,
aqui, ofrecer as mais sinxelas e sistematicas.

1.
Dy =10,
Dy = {(1/272)}7
D3 = {(1/3,,2), (1/3,3/2)},
Dy = {((1/47 2)7 (1/473/2)7 (1/474/3)}7

Dy = {(1/m.2), (1/n.3/2), (1/n.4/3),... (1/n.n/n— 1)},

Hai infinidade de conxuntos D,,, todos disxuntos, soamente un baleiro, o
conxunto D é, xa que logo, infinito. Tamén é limitado: ninglin elemento
do conxunto ten norma maior que a do punto (1/2,2), pois calquera
outro punto ten coordenadas iguais ou menores. Logo, polo Teorema de
Bolzano-Weierstrass, o conxunto ten algin punto de acumulacién.

Os puntos de D coa mesma ordenada forman unha sucesién converxente:

para m fixo,
1 m 0 m
n+m’ m-—1 ‘'m—1/"

Como todos os puntos da sucesion son diferentes do punto limite, este é
un punto de acumulacién do conxunto. Existen outras sucesidns conver-
xentes a puntos de acumulacién. Por exemplo, a sucesion

(=)}




2. (a) A funcién é a reflexion respecto da segunda diagonal, dentro do
cadrado, e a aplicacién sobre a circunferencia de raio V2, fora, se-
gundo indica a figura:

/

A circunferencia de centro a orixe e raio v/2 vai nela mesma. A
diagonal y = x vai no segmento |z| < 1 da propia diagonal. A recta
z = 0 ten como imaxe os puntos (0,v/2) e (0, —v/2) e o segmento
y=0,—1<x <1, tal como se indica na figura:

)

?

(b) Como a norma || ||« define unha funcién continua de R* en R, os
conxuntos {||(x,y)|lec < 1} e {|[(z,y)]|cc > 1} son subconxuntos
abertos de R2. E doado argumentar que a restriccion de f a es-
tos conxuntos é continua, logo, por ser abertos, a propia funcién é
continua nos seus puntos.



Resta a considerar a continuidade de f nos puntos do conxunto

(@, y)ll = 1}

Sexa (x,y) un punto deste conxunto. Consideremos a sucesion

{nzl(ﬂc,y)},

que converxe a el. A sucesién imaxe é constante, cada termo é

\@M Iste punto é distinto de f(z,y), agds para A = (—1,1)
Ly Y )2
e B = (1,—1). Asi, nos puntos do conxunto {||(z,y)|| = 1}, agas,

se cadra, nos puntos A e B, a funcién non é continua.

Nos puntos A e B é doado comprobar directamente que se verifica
a definicién de continuidade. Abonda, dado un & pequeno, tomar
0 = &, como se ve graficamente de forma inmediata.

Temos visto que S é conexo. Un argumento diferente ao usado é o
seguinte: Consideremos as seguintes funcidns continuas

f,g:[-1,1] — S,
f(z) = (z,V1—21?),
g(x) = (r,—v1—2?).

Como imaxes continuas dun intervalo, tanto f([—1, 1]) como ¢g([—1, 1])
son conxuntos conexos, a sua interseccidon € non baleira e a stia unidn

éS!.



(b) As apliacidns

hap): R? — R? hp(z,y) = (x+a,y+0b), (a,b)c R?

hr:R2—>R2 hr(:z:,y)Z(?”-x,%y), TE(Ov +OO>7

translacién e homotecia, respectivamente, son homeomorfismos de
R?. Unha translacién permite levar unha circunferencia calquera a
outra de centro a orixe e mesmo raio. Unha homotecia h, leva unha
circunferencia de centro a orixe a outra concéntrica, de raio dado.
Concliese tendo en conta que a composicién de homeomorfismos é
un homeomorfismo.

Cada (', é conexo, pois é unha circunferencia, logo, homeomorfa a
S. Todos os conxuntos C,, tefien o punto (0,0) en comiin. Dados
dous puntos A e B do conxunto C,se A e C,e Be(C,, Ae B
pertencen ambos a C,, U C},,, unién de dous conxuntos conexos cun
punto comun.
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