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1. (a) Proba que a unién finita de conxuntos pechados é un conxunto pechado
(b) Estuda se é pechado o seguinte subconxunto de R:

A= | B:[(0,0),1-1/n] .

n>2
(1,75 puntos)

Resposta a 1.(b)
Tmos ver que A = Bs((0,0), 1); polo tanto, A non serd pechado.

Certamente, cada conxunto Bz[(0,0),1—1/n] estd contido en B2((0,0), 1), polo que A, unién deles, tamén
estd contido en B((0,0),1).

Resta por probar a outra inclusién, B2((0,0),1) C A. Sexa z € By((0,0),1). Significa que d(0,z) < 1.
Ou sexa, 1 —d(0,x) > 0. Logo, existird un n € N tal que 1/n < 1—d(0,z) e, pois, d(0,z2) < 1—1/n. Asi,
x € B3[(0,0),1 — 1/n], e x pertence & unidn.

2. Proba que un conxunto é pechado se, e s6 se contén todos os seus puntos de acumulacion.

(1,75 puntos)

3. (a) Sexan A e B subconxuntos pechados de RP. Sexan f: A — R%e g: B — R? diias funciéns continuas,
tais que flans = glanp. Define a funcién h: AU B — R? combinada de f e g, e demostra que é
continua.

(b) Utiliza este resultado para probar a continuidade da funcién h: R? — R dada por
h(z,y) = min{z,y}.
(2 puntos)
Resposta a 3.(b)

Sexan pri,pro: R? — R as ddas proxecciéns coordenadas: pri(z,y) = x, pro(z,y) = y. Son funciéns
continuas. A funcién h pddese definir como funcién combinada na forma seguinte:

pri(z,y) se x <y,
h(x,y) =
pro(z,y) se y<uwz.




4. Estuda a continuidade da funcién f : R? — R? dada por

(zy,zy) se xy =0,
flzy) = )
(%, —y) se xy<O0.

(2 puntos)

Resposta

As relaciéns zy < 0 e zy > 0 definen subconxuntos abertos U e V de R2. Unha maneira de xustificar esta
afirmacién é expresalos como imaxes reciprocas das semirectas (—oo,0) e (0, 00) pola funcién continua de
R? en R que a cada punto (z,y) fai corresponder o ntimero zy.

As restricciéns de f a U e a V son funciéns continuas, como se comproba componéndoas coas proxecciéns
coordenadas. Como U e V son abertos, tamén f é continua nos puntos destes conxuntos.

Resta por estudar a continuidade nos puntos dos eixos, onde xy = 0. Dado un punto (z,0), con = # 0,
consideramos a sucesién {(x, —z/n)}, que converxe a (x,0). A sucesién imaxe é {(x2,2/n)}, que converxe
a (2,0). Logo non converxe a f(x,0) = (0,0), e a funcién non é continua nestes puntos. Analogamente
se argumentarfa para os puntos (0,y), con y # 0.

Estudemos, finalmente, a continuidade no punto (0,0). Imos considerar dias formas distintas de facelo.

1) Por continuidade secuencial. Sexa {(x,,yn)} unha sucesiéon que converxa a (0,0). Trétase de ver
que a sucesién imaxe, & que denotaremos {(Z,,7,,)}, tamén converxe a (0,0). Que a sucesién {(2,,y,)}
converxa a (0, 0) significa que as dias sucesiéns niméricas das coordenadas converxen a 0. Logo, para n
grande, serd |z,| < 1, |yn| < 1. Resulta que, para n grande, |T,| < |z,| e [7,] < |yn|- E as dias sucesiéns
coordenadas da sucesién imaxe converxen a 0.

i1) Pola definicion de continuidade. As dias funciéns con que se define f coinciden no punto (0,0).
Poderiamos, pois, estender o seu dominio de definicién engadindolle o punto (0, 0):

(zy,zy) se axy=0,
flz,y) = )
(%, —y) se ay<Oouz=0,y=0.

E, polo mesmo argumento usado antes de estendelas, serfan continuas. En particular, as dias serian
continuas no punto (0,0). O que significa que dado € > 0, existird un d; > 0 e un Jy > 0 de xeito que
se verifique a condicién de continuidade para cada funcién. Tomando § = min{dq,d2}, concliese que f é
continua no (0, 0).

iii) Pola definicidn de continuidade, outra forma. Para puntos préximos ao (0,0), concretamente, para
puntos (z,y) tais que |z| < 1, |y| < 1, a funcién verifica

1@l < (@)l

En efecto, se utilizamos a notacién f(z,y) = (Z,7), verificase |Z| < z,[g] < |y|. Logo, na condicién de
continuidade no punto (0,0), dado € > 0, abonda tomar § = € (se e fora maior que 1, haberfa que tomar
0=1).




5. Considera os seguintes subconxuntos de R?:
A= {(z,y) eR|(z,y)| <2} B = {(z,y) eR?|(z —1)* +y* <1}; C = Bz((~1,0),1).
Considera o conxunto X = A — (BUC).

(a) Ep= (2,0) punto de acumulacién de X7 En caso de resposta afirmativa, constrie unha sucesién
de puntos de X, todos diferentes de p, que converxa a p

(b) Estuda se X é compacto ou conexo.
(2,5 puntos)

Resposta

A sucesién {(\/4—1/n2,1/n)} estd en X e converxe a p.

Os conxuntos B e C son abertos (son bolas
abertas). Logo R? — (B U C) é un conxunto

PY pechado. A é un conxunto pechado (é unha
bola pechada). Logo, o conxunto

X=AnR*-(BUQO))

¢é interseccién de dous conxuntos pechados,

logo, pechado.

e’ n Como X estd contido na bola A, é limitado.
Logo X é compacto.

Para concluir que X é conexo, imos ver que
dados dous puntos u e v de X, existe un sub-
conxunto conexo que os contén. Suponamos
que os dous son diferentes de 0. O conxunto
conexo vai ser £ U F U S, onde

F E = {tul <t< 30},

F={tv1<t< 21 e

5l
S = {z e R?|||zf| = 2}

Se u =0, témase A = {(0,¢)|0 < ¢ < 2}.




